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SUR LES 



ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 



CHAPITRE PREMIER 

Théorèmes généraux sur l'existence des intégrales. 

1. Les équations aux dérivées partielles ont d'abord été étudiées 
par d'Alembert et Euler, à propos de problèmes de pbysique. Parmi 
les travaux les plus importants antérieurs à Gauchy, nous citerons, 
en outre, ceux de Lagrange, Laplace, Monge, Ampère et Pfaff. En 
particulier les Mémoires de Lagrange sur les équations du premier 
ordre sont fondamentaux. Mais les premières recherches rigoureuses 
sur le degré de généralité de la solution d'une équation aux dérivées 
partielles ou d'un système d'équations aux dérivées partielles sont 
dues à Gauchy (*). Les théorèmes trouvés par Gauchy ont été démon- 
trés depuis par M. Darboux (2) et par M™® de Kowalewski (3). Nous 
allons reproduire la démonstration de M"»® de Kowalewski. 

2. Nous dirons que la fonction f {x^^ ce,, ..., aî„) des n variables 
x^^x^y,,,^x^e^iholomorphe, ou régulière, ou encore développablCy 
au voisinage du point xj, xj, ..., ac^, si elle est développable suivant 
les puissances croissantes et positives de x^ — x\^x^ — ^^5 ? • • • > ^n — ^î 
pour toutes les valeurs de cr^, Xj,..., x„, telles que 

|.T,-x? \<> (i = 1,2, ...,):), 



(*) Cauchy, Comptes rendus Je l'Académie des Sciences, t. XIV, XV et XVI. 

(*) G. Darboux, Comptes rendus, t. LXXX. 

(«) M"* Kowalewski, Journal de Crelle, t. LXXX. 

G. Leçons. 



LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 

S x^, Xj, ..., X, appartiennent au domaine du 
*, de rayon S. 

UCT la démonstration du théoi-tme ;;énéral, nous 
eux cas particuliers. 

îtaiit donné, d'une part, le système d'équations 
elles 

j {(, i = l, 2, ..., m), 
' {l = 2, 3, .,., n), 

nctions «,, it,, ..., u„ des n variables indépen- 
, et dans lesquelles les coefficients Ai.,i désignent 
niles variables u„ w„ ..., «„;■ et, d'autre part, 
..., s„ des fwn'adies x„ x„ ..., x„, régulières 



tectivement à b„ b,, ..., b^ pour 

se, z= a„ ..., a;, :=«,; 

e, et un seul, de fonctions w,, «„ ..., w„, satis- 
JUS (■!), développables au voisinage du point 

a^, a;, ^:a„ ..., x,T=a,, 

\ectivement à ip,, ç,, ..., ç„ jujwr 

a:, ^ a,, 

jïcients Ai,; soient de'tîclojjjjables au voisinage 

b^, w, =*„ ..., «„ = &„. 

)rd que nous pouvons toujours' supposer «j ^ 
«vient à remplacer Xi — «;, M; — bj et ç, — b„ 
:„ M, et Çj. Gela étant, admettons que les fonc- 



>*^ 
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• 

lions tt^, w,, ..., u,J^, satisfaisant aux conditions de Ténoncé, existent; 
on voit alors aisément que les conditions initiales, jointes aux 
équations (1), permettent de déterminer les coefficients des dévelop- 
pements de toutes les fonctions Wj, •..., m„„ que nous supposons 
exister. En effet, nous savons que, d'après la foimule de Taj^r, le 
coefficient de a;'ï«aîj» ... x^" serait, à un facteur numérique près, 

dans Ui _ 

o 

ce que nous désignerons, pour abréger, par 



àx^^' dxl* ... âx^»/^ 



11 suffit donc de savoir calculer ces quantités. Or, les conditions 
initiales nous donnent déjà toutes celles de ces quantités où x^ ne 
figure pas, car, puisque pour x^ = 0, te., doit se réduire à o,-, on doit 
avoir 

Ui = (fi -h aCjAj 4- xj A, 4- ..., 

donc tous les termes de la forme x^*xl^ ... acjf» de tf^ sont ceux 
de Çi et nous connaissons les coefficients de la forme 



\dxl*àxl*... ôx^')^ 



De plus, les équations (1), auxquelles les fonctions w^, ..., u„^ satis- 
font par hypothèse, nous permettront de calculer toutes les autres 
dérivées partielles, où figure au moins une fois Xj, en fonction de 
celles qui sont .connues. En effet, en dérivant les deux membres de 
l'équation 



2 Ai, 

k,l 



«j fois par rapport à x,, cl^ fois par rapport à x^^ et ainsi de suite, 
a» fois par rapport à cX„, et en faisant ensuite Xj =: aCj = ... =x„ = 0, 
on aura 



\dx^ dxl* dx%* ... dx^'^Jy 
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en fonction des dérivées déjà connues; ensuite, en dérivant une fois 
par rapport à Xj, a, fois par rapport à x, et ainsi de suite, et en 
faisant x^=z x^= ... = x^ = 0, on aura les quantités 



dx] âxl^ ... (^xj"/ 



r 

en fonction des précédentes, et ainsi de suite, on calculera, de proche 
en proche, tous les coefficients de î(,-. Ceci nous montre que, s'il existe 
un système de fonctions w^, m,, ..., m« satisfaisant à Fénoncé, il en 
existe un seul^ car les coefficients des développements de ces fonc- 
tions sont déterminés d'une manière univoque par les conditions 
initiales et les équations (1). 

Imaginons alors, qu'après avoir calculé ces coefficients comme 
nous venons de l'indiquer, on écrive les développements correspon- 
dants : je dis que si ces développements S07it convergents au 
voisinage de x^ = x, = ... = x^ = 0, ils représentent des fonctions 
Mp ti„ ..., te^, qui satisfont aux conditions de l'énoncé. En effet, 
les fonctions w,, ..., u^ ainsi obtenues satisfont évidemment aux 
conditions initiales; d'ailleurs elles satisfont aux équations (4), car 
si on calcule les quantités 



âx^ ff '^*'' dxi 



-2 Ai. 

correspondantes, ces quantités seront certaines fonctions I\. (a*p ..., x„) 
des seules variables x^ ..., x„ holomorphes dans Je domaine du 
point Xi = 0, et, d'après la manière. même dont on a calculé les 
coefficients des u,., ces fonctions sont nulles ainsi que toutes leurs 
dérivées partielles pour 

- Xm ■ Xm * ' ... ' Xji ^^^^ vi. 

De tout ceci il résulte que pour démontrer le théorème énoncé il 
nous suffit de démontrer que les développements obtenus par la 
méthode précédente sont convergents. A cet effet nous allons com- 
parer ces développements à d'autres dont la convergence se montre 
aisément. 

Supposons les quantités kk,i régulières pour les valeurs de Wj, te,, 
..., w„, dont le module est inférieur ou égal à r et soit M un nombre 
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plus grand que le plus grand module de toutes ces fonctions pour 
toutes les valeurs de Mj, ..., u^ appartenant au domaine de rayon r. 
Considérons alors la fonction 

H = '1 , 



^ U^ -4- 1i, -h ... -H u^ 



qui est développable suivant les puissances croissantes de m^, u„ . .., u 
pour toutes les valeurs telles que 

r 

I Ui I -< — • 

Ce développement sera • 

*"* 'xii^ + M, + ... + ti„\*) 



H = M 1 + 



'y A^l + ti, + ... 4- M;„ Y 
t— l \ ^. / 



j' 



et le coefficient de uÇ«w§« ... u^ dans ce développement sera celui du 
même terme dans 

Ul ^' ' "* ^" t +P«^ 



/ u^ + te, 4- ... + ^nt\ Pi + Pt+ •' 



c'est-à-dire 

M (gj^-g, + ... + ^J! 

r?. + P. + ... + P- Pjîp,!... P^! 

M 
Ce coefficient est donc supérieur à — — — et, par suite, 

^•Pl "T* p« H" ••• + ?!» 

est plus grand que le module du coefficient correspondant dans Aj. ?. 
D'autre part, soit p le rayon du domaine de convergence des fonc- 
tions fp <p„ ..., ç„ et N une limite supérieure du module de ces 
fonctions : posons 

Nt 
>P \X^^ aCj, ..., XJ^) — - 1 

avec 

l ' «A<a ~T" w« "T~ ... "T" ^n* 

Nous voyons que 

<î>(0, 0, ...,0) = 0; 



iUR LES ÉQUATIONS AUX UÉRIVÉES l'ARTIKLLES. 

;ut écrire 



i- 



i <i> (x,, ..., 35.) joue, par rapport aux fondions ç„ le 
H par rapport aux Ai,t. 

K>nsidéroiis le système auxiliaire d'équations aux 
les suivant : 



(i, 4 = 1, 2,..., m), 
(1 = 2,3, ...,»), 



a système de fonctions r,, v„ ..,, v,„ satisfaisant à ce 
itux conditions initiales 

V, = v, ^ ... :=v„=: ^ (a;,, ..,, a;„), 



a, comme précédemment, que, s'il existe un système 
^, V,, ..., v„ satisfaisant aux conditions précédentes, 
)i seul et qu'on pourra calculer les coefficients des 
s de proche en proche. D'ailleurs, de la façon même 
:ulons ces coefficients, lin coefficient quelconque de V; 
positif supérieur au module du coefficient correspon- 
En effet, les coefficients des développements des u^ 
les coefficients des développements des fonctions Ai.i 
p„, par les seules opérations d'addition et de multipli- 
i remplace dans toutes ces opérations un coefficient 
Al,( par le coefficient correspondant de H et un coeffi- 
le de Çj par le coefficient correspondant de ^(x„ . .., a;,), 
)tenus seront précisément les coefficients des Vj. On en 
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conclut que si les développements de t\, v,, ..., t?„, calculés comme 
nous l'avons indiqué, sont convergents, il en sera de même a fortiori 
des développements de w^, Wj, ..., tt„. La condition nécessaire et suffi- 
sante pour que les développements de v^y r,, ..., v^ soient conver- 
gents est, manifestement, que le système (2) admette un système 
d'intégrales" satisfaisant aux conditions (3). Nous sommes donc 
ramenés, pour démontrer le théorème, à démontrer l'existence d'un 
système d'intégrales holomorphes pour le système particulier (2). 
Ceci est aisé. 
Nous pouvons écrire le système (2) 

Ceci nous prouve d'abord que les différences v^ — Vj, v^ — V3, ..., 
'^i — '^m sont indépendantes de x^ ; d'ailleurs, comme pour cc^ = 
elles doivent être nulles en vertu des conditions initiales (3), elles 
sont identiquement nulles et on a 

v^ =zi V, = ... = v^. 

On est donc ramené à intégrer l'équation unique 

•r-i = mH > -r— S 

^ diCj ^ axi 

(^ = 2, 3, ...,n). 

Comme la fonction ^ (ac,, ..., x.) ne dépend que de t, il est naturel 
de chercher une solution de la forme 

^1 = * (Xp t) 

et on a, pour déterminer <};, l'équation 

d^ Mni(n — l)d(J; 

dx^ . m^ dt 

r 
qui s'écrit 

(^> (^--r)4-M»"("-i)^=o- 

11 est aisé de vérifier que le premier membre de cette équation est 
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précisément le déterminant fonctionnel des deux fonctions 

■t A _ ^\ t + Mm (il — 1) x^. 

rime que la fonction ^ est telle que 

-^\t + Mm (n - ■!) X. = F (■», 

in arbilraire. 

lira choisir F de telle façon que pour a:, = on 

faudra donc avoir identiquement : 



[i_,ifi^j, = p(ZL), 



mNe 



(i-^)n^, = ''«- 



us voyons que la fonction ^ -qui s'annule pour 
i satisfait a l'équation 

'-""•(— ^) "■■ = (* -7*) irr* 

andée. Cette équation s'écrit 

1}) t + M m (« — 1) a;, (N + (J-) = A — ^) p ^. 

cjtte équation a une racine égale à et l'autre 
f par conséquent diffëj-ente de 0. On en conclut 
s'annule pour a;, = t = est développabte au 
. 0, i = 0. Soit 

„(ic,, () = ^„(x^, œ, + ... + x„) 

système (2) es¥ par conséquent satisfait par tes 



CHAr. I. — THÉORÈMES SUR L'eXISTENCE DES INTÉGRALES. 9 

fonctions 

Vi = t'f = ... = Vm = 4'o (^i> 3C, -H ... + ac,), 

qui remplissent d'ailleurs les conditions (3), et sont développables au 
voisinage de 

4. Théorème II. — Étant dojiné, d'une part, un système de 
tn équations linéaires aux dérivées partielles 

(5) 1 i k,i 

(i, fe = 1, 2, ..., m), 

(^ = 2,3, ...,n), 

oîir Zc^s quxintités Al^z 6( B' désignent des fonctions des variables 
acj, a?,, ..., x^ et de Mj, ti,, ..., u^, régulières au voisinage de 

aC| = ttj, x, = a,, ..., x„ = d^, 
Mj = Oj, Mj = &j, ..., u^ = o,„, 

et, d'autre part, m fonctions 9,, 9,, ..., 9^ de .t,, x„ ..., x„, 
développables au voisinage du point a,, aj, ..., a^, et se réduisant 
respectivement à b^, 6,, ..., b^ pour 

x^rzza^y ..., x„ = (i„ ; 

ti existe un système de fonctions Uj, t*,, ..., tt^, des variables 
x^^x^y ..., a;„, et un seul^ satisfaisant aux équations (5), régulières 
au voisinage de 

X^ = flp Xj = dj, ..., X„ ^^^ ^n) 

et se réduisant respectivement à 9^ ç,, ..., 9,^ pour x^ = a^. 

Pour démontrer ce théorème, nous allons montrer qu'on peut le 
ramener au théorème précédent. A cet efîet, introduisons n fonctions 
inconnues nouvelles tj, t,, ..., t„, et désignons par (A{.,z) et (B**) ce 
que deviennent les fonctions Ai,; et B' quand on y remplace Xp Xj, 
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..., X, par („ t,, ..., („ respectivement. Consklérons ensuite le 
système des m + n équations 

= 1,2, ..., m), 
= 2,3, ...,»), 

-_p, ii = o, .... 1^=0. 

dx^ âx, ocE, 



ime I, il existe un système, et un seul, de fonctions 
..., t, satisfaisant aux équations (6) et aux condl- 
ies dernières équations (6), les fonctions t^, („.,.,(, 
s de a;,, et comme, pour x^ = a,, elles doivent se 
nent à x^, x„ ..., x,, i) faut nécessairement que 



(, = 



:a„on doit avoir t, = a,. Le système de solutions 
dont l'existence est prouvée par le théorème I, est 

= «I»,, «, = *,, ..., M„ = *„, 

= x,, t, ^ X,, .,., (, ^ ^n- 

remières équations (6) on remplace u„ ..., m„, 
îs expressions précédentes, les relations obtenues 
nent que les m fonctions 



e d'intégrales des équations (5). 
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5. Après avoir traité ces deux cas particuliers, nous arrivons au 
théorème général. 

Considérons un système d'équations aux dérivées partielles de la 
forme suivante : 

où les quantités 4>^ désignent des fonctions des quantités w^, m,, ..., w^, 
des variables x^y cc„ ..., x^, des dérivées partielles de u^ jusqu'à 
l'ordre r^, des dérivées partielles de u^ jusqu'à l'ordre r,, et ainsi 
de suite, des dérivées de u„, jusqu'à l'ordre r„, mais ne contenant pas 
les dérivées qui figurent dans les premiers membres. 
Le théorème général peut s'énoncer ainsi : 

Théorème général. — Les quajitités Xp a?„ ..., x„, Wj, m„ ..., w^, 

^3t| + «a + ... «» 1/ 

— ; :r^rQ^i figurent dans les fonctions O^ étant reqar- 

âx'i* âx%' ... âxl^ ^ I ^ t i/ 

dées comme des variables indépendantes, soit 

a^y a^y ..., a„; o^, ..., 'O,,^, ^«i, a,, ..., a»? 

un système quelconque de valeurs de ces variables pour lequel les 
fojictions ^i soient holqmorphes; 
Soient, d'autre part 

' ?n ?Î7 ?% •••> fr\ 

?î» ?î> <?«> •••? <?J ) 



1 m* m'-m-l 



?mJ ?m> 9m» -.j ? 



tm 



) 



des fonctions de x,, X3, ..., 5C„ régulières au voisinage du point 
a„ aj, ..., a„, et telles que Von ait 

m 

^* = ^" dxî. ... «?x;. = ^'" "• ■■■• ""' 

pour x^ = a,, ..., à?„ = a„. 
^7Z existe un système de fonctions le^, te,, , w^, et wn scieZ^ 



--' 
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satisfaisant au système (7), holomorphes au voisùiage de 



^" dx, ^" ■■■' djf{-'~^ ' 

dtî voir que, s'il existe un tel système, il en existe 
, en vertu des conditions initiales, le développement 
né suivant les puissances de x, — a,, doit être de la 



(r,-i)I 
is connaissons les dérivées 



'f'-' ■^-{x^ — a^y'A.i•^- .,,; 



ient les nombres a,, ..., a,, et d'ailleurs, en différen- 
rtioiis (7), on voit qu'on pourra calculer de proche en 
ï les valeurs des autres dérivées où df > r^ pour 
X, = a,, en fonction des précédentes. Ces coefficients 
éterminés d'une manière unîvoque, et, s'il existe un 
égrales, il en existe un seul. 

3 raisonnement employé plus haut nous montre encore 
rléveloppemenis sont convei^ents, les fonctions qu'ils 
satisfont à toutes les conditions du problème. Au lieu de 
rectejiient cette convergence, nous ramènerons lé système 
un système d'équations linéaires. 
e la démonstration plus intelligible dans le cas général, 
irons d'abord un cas particulier. 
s l'équation du second ordre 

)' = F (x, y, z, p, q, s, (), 



\ 
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OÙ nous posons 

âz âz d^z d^z ^ d^z 

<^ac dy dx^ oxdy ây* 

et dans laquelle F désigne une fonction développable pour le point 

*^oy y 99 ^o> Po> 9o5 ^0) ^0» 

Soieat, d*autre part, 90 {y) et 9^ (t/) deux fonctions de y holo- 
morphes au voisinage dey = y^ et telles que 

?o (î/o) = ^0» ?o (!/o) = 9o» ?o (yo) = ^a» 
?i (2/0) = Po> ?i (2/0) = «0- 

Il existe une fonction z satisfaisant à Téquafion (8), holomorphe 
au voisinage de rc^, y^, et telle que, pour x = a?^, z se réduise 
âz 

à ?o (2/) ^* ^ ^ ?i (y)' 

En eflfet, considérons le système auxiliaire 

àz ^ dp âq dp ds dr dt as 

^ , âx àx^ ^ dx dy dx dy dx dy 

^ ^ ^ dr dF dF dF dF dp dF dr dF ds 

dx dx âz dp âq dy ds dy dt ây 

Ce système est de la forme des systèmes considérés dans le théo- 
rème II; par suite, on pourra trouver un système d'intégrales satis- 
faisant aux équations (9) et aux conditions initiales suivantes : 

( « = <Po (2/)» p = 9i (y)> <1 ==• ?o C2/)» s = ?i (y)y 

(^=?o(2/) et r=F(aeoj2/>?o(2/), ?i(2/). ?o(2/), ?'i(y), ?o(y))î 

pour x = Xj^, 
Soient 

z = Z = «I> (x, y), p=zP (ac, y), q = Q {x, y), 

r = R{x,y\ s = S(x,i/), t = T{x,y) 

ce système. Je dis que z =z ^ (x, y) est une intégrale de (8), satis- 
faisant aux conditions initiales énoncées. En effet, puisque ce système 



s ÉQUATIOiNS AUX. DÉRIVÉES PARTIELLES, 

LUX équations (9), on a 



I'{x,y) = 



dx 



~ dx dy ~ dx \dy}' 



t une fonelion de y seule- 
vertu des conditions (10), c«tte différence est 
lonc, elle doit être identiquement nulle et on a 

ày 



ai' ây 

' d^Ty 

n vertu de (10), et, par suite, est 



' — -Êl^ — A^ { .Él^Y 

■■ dx* dy ~' dx \dx dy/' 

est une fonction de y qui doit 



■-d'^Tày 



(' - dx \d^)' 



X dx dy' 
précédemment, que 



iD, on aura 



i>î> dFrfP àFdQ dFâS dFdJ 
J^'^dVdx'^dQdx'^'dSd^'^'dT'dx' 
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ce qui prouve que la différence 

R - F (x, y, *, P, Q, S, T) 

est une fonction de y qui, devant s'annuler pour x = x^y en vertu 
des conditions (10), est identiquement nulle. En résumé, on voit 
que 2 = 4> est une intégrale de (8) qui satisfait, d'ailleurs, aux 
conditions initiales données. 

Examinons maintenant le cas général. Remplaçons le système (7) 
par le système suivant où nous introduisons, comme inconnues 
auxiliaires, toutes les dérivées partielles de u^ jusqu'à l'ordre r^ : 

«!<>•<, (* = 1, 2, •.., m), 

^P(Xi, 0, ..yO.an ^Pj|4-1. 0, an— t 

dx^ dx^ 

» 

pour toutes les valeurs de a^ et a„ telles que 

a« >- et a^ -4- a„ < r^, 

àx^ dXn-\ 

pour toutes les valeurs de ix^, a„-.i, a^ telles que 

a,.-! > 0, a^ + a«-i -f- a„ ^ r<, 
et ainsi de suite jusqu'à 

ôx^ dx^ ' 

avec N 

a, >► et a^ H- a, 4- a, + ... -H a„ ^ Vi 

(i = 1, 2, ..., m). 

Ajoutons-y les équations que l'on obtient en dîfférentiant les équa- 
tions (7) par rapport à x^ et en y remplaçant ensuite les dérivées 
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par rapport à a;, de u, et Ae pâ,,!,,.,!, par les valeurs précédentes, de 
telle façon que dans les seconds membres il ne figure aucune dérivée 
""■■ —>""""• à Xi des quantités u, et pB„a,,„,aH- 
ne sera de la forme 



du, 



= ni,.,„.,^, 



is le thêorJime II. Donc, ce système admettra un système 
I, régulières au voisinage du point a,, a,, ..., a„ et (elles 
c, = a„ on ait : 

/ M, =: Çj, 



initiales des foDctionsp'^,o, o, a, ... se tirant des équations (7) 
s. On montrera de la même façon que dans le cas parti- 
^denl que, si 



I sysième, d'intégrales des équations (H), satisfaisant aux 
(42), les fonctions <îi„ <!>,, ..., 'P^ sont des intégrales du 
), salisfaisant aux conditions de l'énoncé du théorème 



kir&me général, que nous venons de démontrer, ne prouve 
de l'intégrale que dans un domaine limité environnant le 
:„ ..., a,. Mais, d'après ce que l'on sait sur les fonctions 
, on pourra, .en général, en choisissant dans le domaine 
..-, a„, un autre point a[, aj, ,.., «;, démontrer l'existence 
lie dans un nouveau domaine entourant le point a[, a'^, 
ion contenu tout entier dans le précédent, et; en conti- 
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nuant de la sorte, on pourra, en général, atteindre tel point donné à 
l'avance que Ton voudra, a^, a,, ..., a«. 

7. Généralisation. — Considérons les équations 
*^''^ Êt=**' (i = 1, 2, ..., m), 



OÙ les <E>,- désignent maintenant des fonctions de x^j ce,, ..., x^, 
itj, u,, ..., tfc^, des quantités 

* ' («1 < î\> a^ -h a, 4- ... -H a„ <: r<), 



âx^^* c^xf» ... i^xj» 



et, en outre, d'un nombre quelconque de paramètres arbitraires )vp 
..., \. Soienf, d'ailleurs, 

9i, ç/, ..., 9;»-S (i = l, 2, ..., m), 

des fonctions de x„ ..., x„ et des r paramètres Xp X,, ..., V> régu- 
lières au voisinage du point a„ ..., a„, XJ, XJ, .'.., X*. Il existe un 
système de fonctions te^ ..., u^ des variables x^, x,, ..., x„ et con- 
tenant les paramètres X^, ..., X^, régulières non seulement par rapport 
à x^, x„ ..., x„, mais encore par rapport aux paramètres Xj, X,, ..., X^ 
au voisinage du point a^, a,, ..., ««9 ^î> ^^î? •••> W> satisfaisant aux 
équations (7'), et aux conditions initiales du théorème général. 

£n effet, il suffit de considérer les quantités tii comme fonctions 
des 71.4- r variables x^, x,, ..., x^etX^, X,, ..., X^, et les équations (7') 
comme des équations aux dérivées partielles entre les m fonctions u^ 
et ces n -h r variables. En particulier, on peut supposer que les 
quantités ^< sont indépendantes de X^, X„ . . . , X^ et que ces paramètres 
n'entrent que dans les fonctions ç*. On en conclut qu'on peut toujours 
trouver un système d'intégrales des équations (7) contenant autant de 
paramètres qu'on voudra, et qui soient des fonctions holomorphes de 
ces paramètres. 

8. Application I. — Considérons le système 

(13) \ d^==/'»(^'2/i'^«'->2/«)' 

( (t = 4, 2, ..., n), 

G. Leçons, 2 
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d'équations différentielles dans lesquelles /i, ..., f^ désignent des 
fonctions holomorphes au voisinage du point a? = 0, t/^ = 0. Nous 
pouvons considérer, dans ces équations, î/^, i/,, ..., i/„' comme 
des fonctions de x et de n paramètres arbitraires t/J, t/J, ..., y^. 
D'après ce que nous venons de dire, on pourra trouver n fonctions 
Vit y%9 •••> Vn satisfaisant aux équations (13), holomorphes par 
rapport à œ et y'i^ au voisinage du point a; = 0, y»^ = et telles que 
pour x = on ait y^ = yt. En particulier, ces fonctions seront déve- 
loppables en séries de la forme 

y. = t/9 + xk} -h x*k! 4- ..., 

les quantités A/, A', ... étant des fonctions régulières de t/J, t/J, 
..., i/J. Ceci nous montre que les intégrales des équations différen- 
tielles (43) sont développables non seulement par rapport à x, mais 
encore par rapport aux valeurs initiales, 

9. Application IL — Fonctions implicites. Étant donné un 
système de p relations 

( ^i \p^v ^«9 •••? *^n> ^u ^î> •••> "^p) ^= ^) 

où les premiers membres sont développables au voisinage des 
valeurs x^ = oc?, te^ = u^ et so7it tels que le déterminant fonc- 
tionnel 

D(F„F„...,F^) 
D (w^, ti„ ..., Wp) 

soit différent de pour ces valeurs, il existe un système de fonctions 
Wj, te,, ..., Updes variables ac^, x,, ..., x„, holomorphes au voisinage 
du point Xi = xf, se réduisant respectivement à wj, mJ, ..., t<^, 
pour Xj = xj, apj = xj, ..., a?„ = ccj, et satisfaisant aux nda- 
tions (44). 

Nous supposerons la proposition vraie pour le cas d'une seule 
variable (n =: 4) (la démonstration de ce cas se trouve dans tous les 
Cours de calcul intégral), et nous allons montrer que, si elle est vraie 
pour (n — 4) variables, elle est encore vraie pour n. 






\ 

t 
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Admettons donc la proposition pour (n — 4) variables et faisons 
dans les équations (44) x^ = x% nous obtiendrons le système 

(45) Fi (a;?, x„ ..., x^y w^, M„ ..., u,) = 0, 
qui sera satisfait par p fonctions 

régulières au voisinage du point xj, œj, ..., xj. 

D'autre part, considérons le système d'équations aux dérivées 
partielles 

(46) < âx^ âu^âx^^ '" du^dx^ 
( (^=1)2,...,^). 

Le déterminant des coefficients des quantités -^ dans ces équations 

est précisément ^ , ' ' "' — ^ : puisqu'il est différent de 0, nous 

D(w4, ..., u,) 

pourrons résoudre ces équations par rapport à -^y — => •••> -7-^' 
et les mettre sous la forme équivalente 

(46') ^ = ^* (^1' ^«' •••' ^*' ^i'^«' •••' '^^^ 

où les ^i désignent des fonctions régulières au voisinage des valeurs 
ocf, ut. D'après le théorème général, il existe un système de p fonc- 
tions Uj, te,, ..., Wp vérifiant les équations (46') et, par suite, les 
équations (46), telles que pour x^ = x\ on ait w< = ç^ (x,, ..., xj, 
et holomorphes au voisinage du point xj, ..., xi. Soient u< =: ^^ ces 
intégrales; je dis que les fonctions <!>< vérifient les relations (44). En 
effet, puisqu'elles vérifient les équations (46), elles sont telles que 
les fonctions F,- (Xj, ..., x„, ^^^ ..., ^^ sont fonctions des seules 
variables Xj, ..., x„ et, puisque pour x^ = x} on a <E>i = ç< et que 
les quantités ç^ vérifient les relations (45), ces fonctions F», sont nulles 
pour Xj = xj, par suite sont identiquement nulles. On a donc, 
identiquement, 

F,. (Xj, x„ ..., x„, ^j, <f>„ ..., tl>p) = 0. 



ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 

I. — Noue avons vu, dans le § 8, que les 
as dilTérenti elles (13) peuvent se mettre sous 

des fonctions holomorphes des paramètres yf : 
irtu du paragraphe précédent, qu'on peut 

(17) par rapport aux paramétres yî et, par 
nfégrale générale des équations (i'S) sous la 

= 'l'i (=Cï Vi. y.. -,yn), 
= 'in{^, y„ y., ■■■,!/»)> 

nent des fonctions holomorphes des variables 
e domaine du point x ^ 0, ty^ ::= 0, proposition 
ement sans démonstration, dans les Cours de 



se bien se rendre compte du degré de généra- 
nous avons démontré l'existence dans le § 5, 
uelques exemples particuliers. 

iidérons une équation aux dérivées partielles 
la fonction z et les variables x sty. 

F {x, y, z, p, q) = 0. 

enne p, et résolvons-la par rapport_à p : 

p = f{x,y,z,q). 

nous apprend que cette équation admet une 
oisinage de a; ^ sCj, y=y„ qui, pourir^r;a;„, 
m arbitraire donnée à l'avance il' (y)< ^t une 
inditions de continuité que nous supposerons 
traduire, en langage géométrique, de la façon 
'. la courbe plane C dont les équations sont 

a; = a;,,, z = ii {y), 
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il existe une surface intégrale S, et une seule, passa7it par la 
courbe C. J'excepte, évidemment, le cas où l'équation (18), résolue 
par rapport à p, donnerait plusieurs valeurs pour p. Par exemple, 
si l'équation (18) était algébrique et du second degré en p, elle 
donnerait pour p deux valeurs de la forme 

Il y aurait donc deux surfaces intégrales S^ et S, passant par C. La 
condition géométrique précédente est très particulière, mais elle 
peut se généraliser. En effet, je dis qu'étant donnée une courbe 
quelconque C, plane ou gauche, on peut, en général, trouver une 
surface intégrale passant par C. Faisons le changement de variables 
suivant : 

y — X (a;) = tfc, x = Xj 
si 

y=z\(x) et z = \k{x) 

sont les équations de C. Soient jj^, q^ les dérivées partielles de z par 
rapport aux nouvelles variables u et ce. 
Ona . 

dz =-pdx + qdy, 



d'où 



On a donc 



dz == [p -h qV (ac)] dx + qdu. 
Pi=P -^ gX' (oc), 



j Pi=P 



c'est-à-dire 



( p=p^ — q^\'{x), 



ce qui prouve que z satisfait à la nouvelle équation du premier ordre 

F (ac, X (x) 4- M, z, p^ — q^ X' (x), g,) = 0, 

qui, en général, sera résoluble par rapport à q^, Cette équation 
admettra donc une intégrale qui, pour te = 0, se réduira à [j. (x), et, 
par suite, l'équation (18) admet une surface intégrale passant par la 
courbe C, 

y — X (x) = 0, 2 = {A (x). 
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12. Exemple IL — Considérons une équation du second ordre 
(19) F {xy y, z, p, g, r, s, t) = 0. 

Il est aisé de voir que l'on peut toujours supposer que cette équation 
contient eflfectivement r ou f , car s'il n'en était pas ainsi on pourrait 
toujours par un changement linéaire de variables faire en sorte que 
cette condition soit remplie. Supposons, par exemple, que l'équation 
contienne r, et résolvons-la par rapport à r. 

r = f{x,yjZjPyq,Sjt). 

Le théorème général nous apprend qu'il existe une intégrale z 
holomorphe au voisinage du point x^y t/^ et telle que, pour x = a?o, 
on ait 

<Fo ^^ ?i étant àeui^ fonctions arbitraires données à l'avance. En 
langage géométrique, ceci exprime que, par la courbe C dont les 
équations sont 

xzzzx^y ^ = ?o {y)y 

passent, non plus une seule surface intégrale S, mais bien une infinité 
de surfaces dépendant d'une fonction arbitraire ç^ (y). Nous pourrons 
achever de déterminer la surface S de la façon suivante : l'équation 
du plan tangent en un point quelconque de la courbe G de coordon- 
nées Xç, t/, z = ç^ (y) est manifestement 

z - ?, (y) = fdy) [X - cco] + ?;(î/) [Y - 1/1, 

puisque, en vertu des conditions initiales, ^î et g se réduisent respec- 
tivement à Çj (y) et (pi (y) pour x =zXf^; par suite, on voit que si. on 
se donne le plan tangent tout le long de la courbe G, la fonction 9^ (y) 
est parfaitement déterminée et, par conséquent, la surface S. Donc, 
il existe une surface intégrale S passant par la courbe G et ayant, en 
chacun des points de cette courbe, un plan tangent déterminé. En 
d'autres termes, il existe une surface intégrale S passant par la 
courbe C et tangente, tout le long de cette courbe, à une surface 
développable donnée passant également par G, et, en général, ces 
conditions déterminent complètement la surface. 



CHA.P. I. — THÉORÈMES SUR L'EXISTENCE DES INTÉGRALES. 23 

Comme dans le cas précédent, on pourra encore étendre ceci à une 
courbe quelconque G dont les équations sont 

y=\{x)y z=[x(x). 

En effet, si on se donne le plan tangent tout le long de C^ il faudra 
trouver une intégrale z telle que si on y remplace y par X (as), z eiq 
se réduisent respectivement à (jl {x) et v (x), v (se) étant une fonction 
donnée de x. Nous ferons encore le changement de variables 

y — X(x) = u, 05 = ar, 

et on verra aisément que l'équation (19) sera remplacée par une 
autre équation du second ordre à laquelle devra satisfaire z considéré 
comme fonction de u et de x. Cette équation admettra, en général, 
une intégrale telle que pour u = 0, on ait 

z = \l{x), — = v(x). 

Ainsi, les surfaces minima sont définies, comme on sait, par une 
équation aux dérivées partielles du second ordre : il y a donc une 
infinité de surfaces minima passant par une courbe donnée, mais il 
n'y en a qu'une passant par une courbe donnée et tangente tout le 
long de cette courbe à une développable donnée. 

13. Plus généralement, considérons une équation aux dérivées 

partielles F = entre la fonction z et les n variables Xp x,, ..., oc^; 

soit p l'ordre de la dérivée partielle d'ordre le plus élevé qui entre 

dans l'équation F = 0; nous admettrons, ce qu'on peut toujours 

d^z 
faire, qu'il existe une dérivée de la forme - — dans cette équation (*). 

%7 Xj 

â^z 
Supposons,, par exemple, que l'équation contienne ^— et résolvons-la 

par rapport a j-^ : 

d^z 

dx^l '' 



<i) Pour la démonstration de ce point accessoire, voir Jordan, Cours de l'École polytechnique, 
t. III, § 235, p. 300. 
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le théorème général de Caachy nous apprend qu'il existe une lalégrale 

àz à'-' z 
holomorpfaeetle)leque, pourx, = a,, les fondions :,-t — i ■■-i- — — 

se réduiseot à p fonctions arbitraires, données à l'aTance, 

des variables x^, x„ ..., x,. L'intëgraie générale de cette équalion 
dépend donc de p fonctions arbitraires de (n — 1) variables. 

14, IntéeraleB singuliëreB. — Nous n'avons considéré jusqu'id 
que les inlégrales des équations aux dérivées partielles dont l'exis- 
tence est démontrée par le théorème général de Cauchy. Il est naturel 
de se demander si ce sont les seules qui existent. 

Considérons, pour fixer les idées, une équation du premier ordre 
entre s et n variables a;,, a;,, ..., a;,, 

(W) F(z,x„x,, ...,a;.,p„p„ ...,p,) = 0, 

où on pose 



et où F désigne un polynôme indécomposable. SolL 

2 — * (X,, X,, ..., ce,) 

une inl^rale quelconque, régulière au voisinage du point xl,xi, 
..., xS, et soient «*, pf, pj, ...,pi les valeurs des, p,, p„ ...,p, 
pourœ, ^xl, ..., œ, = xS. Nous désignerons ce système de valeurs 
scj, œj, ..., ccî, z", pj, p;, ..., p° sous le nom d'élément de l'inté- 
grale. Nous poserons en outre 

Supposons (P,)j ^ : d'après le théorème sur les fonctions impli- 
cites (§ 9) on pourra résoudre l'équation (20) par rapport à p, et la 
meltre soum la forme 

(20') p, ~fih 3=1, •■■, 3=n> Pt, -, P.), 
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la fonction pétant régulière pour î®, a?f , pjf , et alors l'équation (20') 
admettra, d'après le théorème de Cauchy, une intégrale et une seulCy 
holomorphe dans le domaine du point x% xj, ..., xj, qui pour 
Xj =: xj se réduise à ^ (x}, x,, x„ ..., x^). Cette intégrale sera 
nécessairement 4> (x^, x„ ..., x„). Donc, dans ce cas, Tîntégrale O 
est donnée par le théorème de Cauchy. 

Si Ç?^\ était nul, on chercherait un autre élément de l'intégrale 
pour lequel P^ ne s'annulerait pas et, si on peut en trouver un, on 
pourra raisonner sur celui-là comme sur le précédent et, par consé- 
quent, démontrer la proposition précédente. La méthode ne tomberait 
en défaut que si tous les éléments de l'intégrale O annulaient P^, 
c'est-à-dire si l'intégrale ^ satisfaisait à l'équation aux dérivées 
partielles P, =: 0. Mais alors, si on peut trouver une dérivée P< telle 
que ^ ne satisfasse pas à l'équation P^ = 0, on prendra un élément 
de pour lequel (9i\ soit différent de 0, et en raisonnant avec x^ 
comme nous l'avons fait avec Xp on prouvera que 4> est donné par 
le théorème de Cauchy. 

On voit donc que la démonstraf ion précédeute ne tombe réellement 
en défaut que si la fonction <î> satisfait à la fois aux n équations aux 
dérivées partielles 

P, =0, P, ~0, ..., P« = 0. 

Dérivons l'équation (20) par rapport à x,. : on aura une équation 

a Xi oxi 

à laquelle devra satisfaire la fonction ^, puisqu'elle satisfait à l'équa- 
tion (20). D'ailleurs, si O satisfait aux équations P^ = 0, cette 
équation se réduira à 

X,. 4- Zjpi = 0. 

Donc, si la fonction ^ satisfait aux équations F = et P,. = 0, elle 
satisfait au système des 2n -I- 1 équations aux dérivées partielles 
du premier ordre suivant : 

^^ I (» = l,2,...,n). 
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finition, nous dirons qu'une intégrale 4 (x, x, ... x,) 
it à toutes les équations (21) est une hilégrale singulière 
on (20). 

tiE. — Nous avons spécifié que nous ne considérions 
nation F = 0, indécomposable, car, dans d'autres cas, 
is venons de dire serait sujet à caution. Ainsi, une équation 

F = (H)" — 0, 

". ="■(»>-' If,' 

te, toute intégrale de l'équation F =: 0, c'est-à-dire H = 0, 

ation aux dérivées partielles n'était pas mise sous forme 
pourrait aussi arriver qu'il existe des intégrales telles que 
r membre cesse d'être holomorphe dans le voisinage de 
nt de l'intégrale. Nous en verrons des exemples plus loin. 
T ces difTicuttés, nous supposerons, dans la recherche des 
inguliëres, que l'équation a été mise sous forme entière. 

nt donnée une intégrale non singulière d'une équation aux 
lartielles du premier ordre, il y a toujours une infinité 
s de cette même équation infiniment voisines de l'intégrale 



F (z, x„ X,, .,., X,, p„ p„ ..., p,) = 

aux dérivées partielles et z = ^ (x,, a;,, ..., x„) une 
7ion singulière de cette équation. Prenons un élément 
x!,p1, ..., pî de cette intégrale pour lequel P, ne soit 
soit 
■ f (x,, J!,, ..., X,) = 4> {x*, X,, ..., X,). 

rons ensuite une fonction tj; (x,, x„ ..., x„ a„ a„ .,., a,) 
les x„ ..., X, et de r paramètres a,, a„ ..., a„ dévelop- 
'oisinage du point xj, xj, ..., xi, aj, oj, ..., a?, et se 
à ç (x,, Xj, ..., X,) pour a, = a\, ...,a^ = aS, Il est facile 
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de construire une telle fonction, il suffît pour cela d'ajouter à ç un déve- 
loppement convergent quelconque qui s'annule pour a^ = a}. D'après 
le théorème de Cauchy, il existe une intégrale W dépendant des para- 
mètres a^y a,, .i., a^j holomorphe au voisinage du point xj, ocj, ..., xi, 
aj, ..., a?, et qui se réduit à ^ (a;,, ..., x„, ap ..., a^) pourX| = a;î. 
Cette intégrale se réduira manifestement à ^ {x^y «,, ..., a?^) pour 
a^ = a\y ...f a^ =: af et, puisqu'elle est holomorphe, on pourra 
déterminer un nombre positif p tel que, pour toutes les valeurs de 
^i> ^s9 •••> ^r telles que 

I a< — af I < p, 
on ait 



pour les valeurs de x^ x,, ..., x^ suffisamment voisines de Xj, 
..., ccj, a étant un nombre donné à l'avance: c'est ce que nous 
exprimons en disant que l'intégi^ale W est mfiniment voisine de <^. 
Cette propriété appartient à toutes les intégrales non singulières; 
donc, si une intégrale est telle qu'il n'existe pas d'intégrale infini- 
ment voisine d'elle, cette intégrale sera nécessairement singulière. 

16. Dans certaines questions sur les équations aux dérivées 
partielles du premier ordre, en particulier dans les méthodes de 
Jacobi, il y a souvent avantage à ce que ces équations ne contiennent 
pas explicitement la fonction inconnue, mais seulement. ses dérivées. 
Voici l'artifice qu'on emploie pour la faire disparaître. 

Soit l'équation du premier ordre 

(22) F (xj, x„ ..., x„ z, p^, ..., p„) = 0; 

trouver une intégrale de cette équation, cela revient à trouver une 
fonction V (2,Xj, ..., x^) telle que la fonction z définie par la relation 

(23) V(z, Xp x„ ...,xj = 

satisfasse à l'équation (22). Les dérivées partielles de z seront alors 
données par les formules 

^V dV ^ ,. ^ « 

-r h -r- Pi = 0, (t = 1, 2, ..., n), 

âXi âZ ^ 7 7 7/7 

/ 



-r-N 
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c'est-à-dire 

àXi 

dz 

La fonction V des {n + 1) variables ^, a?,, a:,, ..., x^ devra satisfaire 
à Téquation 

Iz Tz/ 

Soit V une intégrale de Téquation (24); on voit que l'équation V = 
donnera une intégrale de l'équation (22); mais rien ne prouve que 
ce procédé nous donnera toutes les intégrales de l'équation (22), car 
il n'est pas nécessaire que la fonction V satisfasse identiquement à 
l'équation (24), il suffit qu'elle vérifie cette équation pour toutes les. 
valeurs de z, oj,, x,, ..., x^ liées par la relation (23). Nous allons 
montrer, effectivement, que ce procédé nous donne toutes les inté- 
grales non siyigulières de (22), mais il ne nous donne pas en général 
les intégrales singulières. En vertu du théorème démontré dans 
le § 15, toute intégrale non singulière appartient à une famille d'inté- 
grales de l'équation (22) qui peut dépendre d'autant de paramètres 
arbitraires qu'on voudra, en particulier à une famille dépendant 
d'un seul paramètre a. Soit 

Y [Zy aCj, x^y ..., Xf^) = a 

cette famille. L'équation (24) devra être vérifiée quel que soit le 
paramètre a, en tenant compte de la relation précédente et, comme 
cette équation (24) ne contient pas a, il est clair qu'elle devra être 
vérifiée identiquement. 

D'un autre côté, si V est une intégrale de l'équation (24), il en 
sera de même de V H- C, où C est une constante quelconque, de 
sorte que toute intégrale de l'équation (22) obtenue de cette façon 
sera nécessairement comprise dans une intégrale dépendant d'un 

paramètre arbitraire, 

V -f- C = 0. 



h 
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CHAPITRE II 



Équations linéaires. Systèmes complets. 

17. Dans l'élude des équations aux dérivées partielles, on a surtout 
en vue de ramener leur intégration à l'intégration d'un système 
d'équations différentielles ordinaires. Le problème, ainsi posé, est 
complètement résolu pour les équations du premier ordre dont nous 
allons nous occuper. Nous commencerons par les équations linéaires, 
dont la théorie est plus simple. Cette théorie est due, dans ses traits 
essentiels, à Lagrange (*) ; elle a été complétée par Cauchy (2) et par 
Jacobi (3). 

Considérons d'abord l'équation linéaire et homogène suivante 

entre la fonction inconnue f et les 7i variables x^, ce,, ..., x^. Les 
quantités X,, X,, ..., X„ sont des fonctions des seules variables 
x^f x„ ..., x^. L'intégration de l'équation (1) ou l'intégration du 
système d'équations différentielles suivant : 

dx^ dx^ dx^ 

(2) -y- — "y" — ••• — "Y" 

A^ Aj A, . 

sont deux problèmes équivalents. 

Soit, en effet, 

t \X^y a;,, ..., x^) = Là 



(I ) Théorie des fonctionx analytiques. Leçons sur le calcul des fonctions. 

(>) Comptes rendus^ t. XV. 

(S) Journal de Crelle, t. Il et XXIII. Gesammelte Werke, Bel IV. 
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une intégrale première du système (2); je dis que F est une intégrale 
de l'équation (1). La différentialion de l'équation F := G nous donne 

■r— dx, + -7— dx. -t- ... + — - dx, — 0, 
dxi âx, dx, 

et, en remplaçant dx„ ..., dx^ par les quantités proportionnelles 
X,, ..., X, tirées des équations (2), on arrive à la relation 

|Ix, + ... ^f x. = o, 

^x^ dx, 

qui doit être vérifiée quand on y remplace x^, x,, ..., a;, par un 
système quelconque d'intégrales des équations (2). Mais puisqu'on 
peut choisir arbitrairement les valeurs initiales de toutes les variables, 
l'équation précédente doit être vérifiée identiquement et F est une 
intégrale de l'équation (1). 

Réciproquement, soit 9 une intégrale de l'équalion (1), ^ = C est 
une intégrale du système (2). En effel, on a idenliquemeiit 



il 



" àx^ 



= 0; 



on aura donc, pour un système quelconque d'intégrales des équa- 
tions (2), 

-r^ dx, + -,— dx, + ... + ■—' dx, = 0, 

c'est-à-dire 

dç = 0. 

Donc, pour toutes ces intégrales, on a 

ç (a;,, X,, ..,, x„).= constante, 

c'est-à-dire que if ^ C est une intégrale du système (2). 

D'autre part, soient /",, f^, ..., f^ k intégrales de l'équation (1); 
n {fi, f,, ..., f^) sera aussi une intégrale de cette même équation, 
n désignant une fonction absolument arbitraire. En efl'et, on a 

0x^ aXj dx, 

(i = i,2 i); 



■\''. 



N I 



CHAP. II. — ÉQUATIONS LINÉAIRES. SYSTÈMES COMPLETS. 31 

par suite, 

y^rx,fl-KX.-fi.... + x.i£l=o. 



ce qui s'écrit 






Ceci nous montre que si f^y /",, ..., /«_i sont (n — 1) intégrales 
distinctes de Véquation (1), on aura une intégrale 

F^ncr,,^,,...,/;-!), 

dépendant d'une fonction arbitraire de n — 1 variables, et qui a, par 
conséquent, le même degré de généralité que l'intégrale générale de 
l'équation (1). Il est d'ailleurs aisé de montrer directement que l'on 
obtient ainsi toutes les intégrales de cette équation. En effet, soit F 
une intégrale quelconque de l'équation (1), on aura 

On a d'ailleurs les (n — 1) relations 

^' dx,^ ^' dx,^ "' ^ ^"^ âx,-^' 
(i = 1, 2, ..., n — 1); 

puisque les quantités X^, X„ ..., X^ ne sont pas toutes nulles, ceci 
prouve que le déterminant fonctionnel de F, /j, ..., /««i par rapport 

SI *^éy Xmy ***) Xm eSl uUi • 

U (X^y X^y ..,, X^J 

f 

Il existe donc une relation identique entre les n fonctions F, /i, /",, 

• • • j in — l 

qui contient évidemment F puisque les fonctions f^,ft, ..., fn-i sont 



1 



i 



rtf 
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distinctes. On en conclut que F est une certaine fonction FI (/i, /j, 
..., /ji_i). Donc, pour trouver toutes les intégrales de Téquation (1), 
il suffit de trouver Vintégrale générale du système (2) 

et Vintégrale générale de (1) sera donnée par la formule 

f =: U (/|, /*,, ..., /n-l)> 

où n désigne une fonction arbitraire. 

Remarque. — Ce qui précède nous montre aussi que tout progrès 
fait dans l'intégration de l'équation (1) ou du système (2) entraîne un 
progrès correspondant dans l'autre problème, car si /"^ /"„ ..., f^. 
sont k intégrales de (1), /^^ = Gj, ..., /^ = C|. sont k intégrales de (2) 
et réciproquement. 

18. Considérons maintenant des équations linéaires quelconques. 
Soit 



(3) 



P^4îs<P.^-^... + P,-^-R = 



'âx^ 



âx^ 



àx. 



une équation linéaire du premier ordre entre la fonction z et les 
n variables cc^, ce,, ..., x^y où R, P^, P,, ..., P» désignent des 
fonctions de z, Xj, x,, ..., x„. Faisons disparaître la fonction inconnue 
par le procédé indiqué au § 16. Pour cela, cherchons les fonctions V 
telle que la fonction z définie par la relation 



(4) 



V \Zy X^y X^j ..., X^) — U 



soit une intégrale de l'équation (3). On trouve, pour déterminer V, 
la relation 



(5) 



Pi 



âx. 



Pj TT^ -*" ••• + P« ^i H R '— = 0. 



âx^ 



dx. 



âz 



D'après ce que nous avons vu au § 17, si on considère le système 
d'équations différentielles 



dx^ dxj 

p" == "p~ — 



dx„ dz 



'n 






K 



k. 



\ 
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et si 



^1 = C4, t*, = c„ 



Un-C, 



est rintégrale générale de ce système, l'intégrale générale de Téqua- 
tion (5) sera 

^ étant une fonclion absolument arbitraire. Par suite (§ 46) la 
relaticm 

^ (Wj, w,, ..., u^) = 

donnera toutes les intégrales non singulières de Véquation (3). 

Nous allons donner de ce théorème une démonstration plus directe. 
Tout revient à montrer que, si dans n intégrales distinctes de l'équa- 
tion (5) ttp w,, ..., u^ on i^mplace z par une intégrale de l'équa- 
tion (3), ces fonctions Mp tt,, ..., u^ deviendront certaines* fonctions 
de Xp x„ ..., x^y liées entre elles par une relation identique. Imagi- 
nons que cette substitution ait été faite, et calculons le déterminant 
fonctionnel A de m^, w,, ,.., w„ par rapport à x^^ ce,, ..., x„, en y 
considérant z comme une fonction de ac^, ..., cc^. On aura : ^ 



A = 



du^ du^ 



dx^ 
du^ 



4- 



dz 
dif^ 



dx^ dz 



P 



P 



V 



V 



du^ du^ 
d^.'^lFz^'' 
du^ du^ 

C/Xj oz 



du„ du. 



-h 



dx^ dz 



P 



du^ d w, 



1» 



-h 



dx^ dz 



P 



i> 



du. du. 



dx. 



dz 



du^ du^ 
-^ -^ Pf 



dx. 



dz 



..., 



du„ du„ 



âx 



dz 



ce qui donne, en développant. 



D \X^j X^j ..., Xf^j 



taBlI 






D(U4, w„ ...,te^) 



\*^15 •••> ^» — 1> ^>^i+lj •••> 3C„) 



Mais, ttp w„ ..., M„ étant ?i intégrales de l'équation (5), on a les 
n identités 

* dXi dx^ dx^ dz 

(i = l,2, ..., ?i). 



G. Leçons, 



3 
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et, en résolvant ces n identités par rapport à P,, P,, ..., P., R c 



D («„ u„ 


.. «.) 


U («,.<• ».) 




U (.»„ x„ 


••.«.) 


(i = l,S>,...,n), 


-a:.) 



en désignant par M la valeur commune de ces rapports. Il en résulte 
que l'on a 



^=ii''-i>|- 



.Si z satisfait à l'équation (3), on voit que A sera nul, à moins que M 
ne soit nul aussi. Donc, toutes les intégrales z qui n'annulent pas M 
sont telles que, si on les substitue dans «,, u„ ..., «,, les fondions 
air>.si obteniiRs sont liées par une relation. Toutes ces intégrales sont 
donc fournies par la relation 

*(w„M„...,w.) = 0. 
' Examinons maintenant si M peut élre nul. Soit 

V(fe, x,, x^, ..., x^) = 

une relation définissant une intégrale de l'équation (3), et soit 
x]t x\, ..., xl, z" un système de valeurs satisfaisant à cette relation 
et telles que tous les coefficients P,, ..., P„ R soient holomorphes 
sans être tous nuls; supposons, par exemple, que (P,), soit différent 
de zéro. On aura toujours, comme nous l'avons vu, 

p. ^- M ° ("""■'■■■'"■' . 
D (z, a;,, ..., a;,) 

Nous pourrons 3101*3, pour les valeurs de i, a:,, a;,, ..., a;, situées 

dans le voisinage de z", x\, ..., a;ï, résoudre l'équation (5) par 



et le tbéoriime de Cauchy nous apprend que cette équation (5)' admet 
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une infinité d'intégrales holomorphes dans le domaine du point 
ccj, ..., ccj, z*. On peut toujours supposer que Ton a pris pour 
^i> •••>^« des intégrales satisfaisant à cette condition; le déterminant 

restera fini et, comme par hypothèse P^ est différent de 0, on en 
conclut que M ne peut être nul. Le raisonnement ne serait en défaut 
que dans les deux cas suivants : 

1® S'il existait une intégrale telle que, pour tout système de valeurs 
z*, xj, ...y Xa vérifiant la relation 

Y \Zy aCj, ..., XJ^) =: U, 
on ait 

P| = ... = P„ = R nz: 0. 

Dans ce cas, les coefficients P^, R seraient divisibles par un facteur 
commun, et il est clair qu'en égalant ce facteur à zéro, on aurait une 
intégrale de l'équation (3). 

2° Il en serait encore de même si l'intégrale définie par la relation 

V [z, Xiy a?2, ..., Xj^j = U 

était telle que, pour toutes les valeurs de z, Xj, ..., x^ satisfaisant à 
cette relation, un certain nombre des coefficients P^, P,, ..., P„, R 
cessent d'être holomorphes. Ce cas peut effectivement se présenter ; 
prenons, par exemple, l'équation 

(A) p{x*-\- z^ — i) + q {xy-h Vl — z^ Vx^ -h y* + 2* — l) =0. 
L'équation en V est : , 

^ ax ày 

et elle admet pour intégrale générale 

__ / xy -h \/i — z* \/x^ ^ y^ ^ z* — i \ 

D'un autre côté, l'équation (A) admet l'intégrale 

z = |/l — X* — 1/*, 
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fournie par la relation V ^ 0, quelle que soit la . 
)us voyons bien que, au voisinage (Je toutes les valeurs 
û satisfont à la relation 

^l + yl + ^l — "i — 0, 

de l'équation (A.) ne sont pas réguliers. 

mpléter ce que nous venons de dire sur les équations 
; allons montrer comment on pourra déterminer la 
aire * de façon que l'intégrale satisfasse à certaines 
□ées à l'avance, 
général, trouver une intégrale 

*{«„«„ ..., w.) = 0, 

ition précédente soit vérifiée identiquement quand on 
s variables r, a;,, ...> x, deux relations quelconques 

c„ x„ ..., ce,) = 0, ç (î, a;,, ..., x,) = 0. 

ilations permettent d'exprimer les quantilés r, a;,, x„ 
ion de (n — 1) variables arbitraires („(,,...,(,_] par 
e la forme 

= 8 (f„ t„ ..., („_i), 

= e,((p t„ ..., (,_i), (i = l,2, ..., n). 

ntégrale z satisfaisant à la condition énoncée, cela 
i trouver une fonction $ telle que, si u[, uî, ..-, ul 
onctions de (,', t,, ..., («_i que l'on déduit de w,, w„ 
ïiplapant z, x,, x^, ..., x„ par 9, 6„ 8,, ..,, fl„ on ait 

«•{u;, «;, ..., «;) = o. 

ne £,, („ ..., ta_i entre les n relations 
u[ = u, (8, e„ ...,0„), 

«; — M, (8, e„ ..., '),), 
tt; = «,(6, e„ ..., ej, 
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on obtiendra, en général, une seule relation 

n(u;, w;, ..., w;) = o; 

I 

et, par suite, l'équation 

HK, u„ ..., u„) = 

donnera Tintégrale cherchée. 

Nous voyons que cette méthode nous permettra, en particulier, de 
ti'ouver l'intégrale de Cauchy qui, pour 

x^z=zxl se réduit à z = ç (a?,, ..., a?^). 

Nous pouvons, d'ailleurs, vérifier a posteriori que l'intégrale ainsi 
obtenue est holomorphe. En effet, si Pj est différent de et si 
Pj , P,, ..., P„, R sont holomorphes, on pourra, dans le voisinage 
d'un point x% ..., xj, 2^, mettre l'intégrale générale du système 



sous la forme 



dxi dx^ dz 

_ t;- R 

L«j — X^ -f* (^3C| — - *^i) Aj + ••• 

G^ =z Xf^ H- {x^ — Xj) A„ + ... 
Gj = z + (x^ — a?;) B -f- ..., 

et, par suite, on voit que la relation 

= s -f- (ocj — xj) B 4- ... 
— 9[a:,-f-(Xt~x;)Aj-h..., x^-^ix^—x^S^-^..., ..., a::„-»- (x^— xî)A„-h...] 

fournira une intégrale satisfaisant à la condition donnée et holomorphe 
au voisinage du point ccj, xj, ..., x^, 

20. On peut donner de la méthode qui a été suivie une interpré- 
tation géométrique dans le cas de trois variables. Considérons une 
équation linéaire à deux variables indépendantes x et y 

(6) Pp + Q^ =î R, 
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)ite D dont les équations sont 

X~x _ y-y _ Z-g 
P ~" Q ~ R ' 

ique point X, y, z de l'espace correspond ainsi une droite D. 
= ip (a:, y) une surface intégrale ; le plan tangent au point 
de cette surface a pour équation 

Z-z = pÇL~x) + q{Y-y), 

iit que l'équation (6) exprime que ce plan contient la droite D. 
i on considère toutes les surfaces intégrales qui passent 
poîjtf donné de l'espace, les plans tangents en ee point à 
'aces passent tous par la droite D relative à ce point. 
appellerons courbe caracldrisiique une courbe telle qu'en 
de ses points elle soit tangente à la droite D relative à ce 
Il résulte de cette définition que les courbes caraclêristiques 
t le système d'équations différentielles 

dx dy dz 

'p ~"q ~"r' 

irbe de cette espèce est en général complètement déterminée 
m se donne un de ses points, c'est-à-dire les valeurs initiales 
, z. Ces courbes forment donc une congruence. Soient 

u{x,y,z) = a, v{x,y,z) = b ■ 

itions de cette congruence, où a et fc désignent des paramètres 
res, équations qui s'obtiendraient par l'intégration du sys- 
), Toute surface engendrée par les courbes de la congruen'ce, 
s suivant une loi tout à fait arbitraire, est une intégrale de 
ïn (3). C'est évident, car par tout point d'une telle surface 
ne courbe caractéristique C située sur la surface et, par suite, 
tangent en ce point contient la tangente à C, c'est-à-dire la 
> relative à ce point. Réciproquement, si S est une surface 
e, il existe une infinité de courbes caractéristiques situées 
car le plan tangent en un point quelconque M contient la 
I correspondante; par suite, en chaque point de S, la droite D 
>ndante à ce point est tangente à la surface, et on pourra 
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trouver une infinité de courbes tracées sur la surface et tangentes en 
chacun de leurs points à la droite D correspondante. Ceci nous 
montre géométHquemeht que toutes les surfaces intégrales s'obtien- 
dront en liant les paramétres a et 6 par une relation absolument 
arbitraire 9 (a, b) = 0, c'est-à-dire que (m, v) = donne toutes 
les surfaces intégrales de l'équation (3). Il y aurait cependant une 
exception si la surface considérée satisfaisait aux trois équations 
P = 0, Q = 0, R = 0, car, dans ce cas, à tout point x, t/, z qui 
annule P, Q, R, il ne correspond plus, en réalité, de droite D, cette 
droite est indéterminée. 

Ainsi nous veoons de voir que toutes les surfaces intégrales d'une 
équation linéaire aux dérivées partielles du premier ordre sont les 
surfaces d'une certaine congruence de courbes. Réciproquement, 
étant donnée une congruence quelconque y toutes les surfaces de 
cette congruence satisfont a une certaine équation linéaire du premier 
ordre. En eifet, soient 

w (x, y, 2) = a, V (x, y, z)=h 

les équations de la congruence. Une surface quelconque de la con- 
gruence aura une équation de la forme 

(A) ç(w, i;) = 0, 

où ç» désigne une fonction absolument arbitraire. Je dis que 5, consi- 
dérée comme une fonction de a: et de t/, définie par l'équation (A), 
satisfait à une équation linéaire du premier ordre; on aura, en effet, 
pour cette fonction z, 



/du Ou \ à a (âv dv \ 
u \ây âz / f)v \ây âz ) 



comme on ne peut pas avoir simultanément -~- z= 0, —^ z= 0. sans 

ou âv 



(*) Les intégrales exccplionuclles signalées à la page 3o correspondent au cas où les 
«'rqualions (7) admcllraieiit cllcs-niômes des solulions singulières. Ce point sera développé en 
détail plus loin. 
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: iodépendant de u et de v, il faut nécessairement que 1< 
nt suivant soit nui : 



du du 


iv dv 




âv dv 



ES. — 1" Toutes les droites parallèles à une droite donnée 
ne congruence dont les équations sont 

1 u = ex — az ^ n, 

{ V =cy—hz=.^, 

. V ■' \ 

^t les paramètres directeurs de la droite donnée. On en 

je tous les cylindres dont les génératrices sont parallèles 



1 l'équation 

ap 4- i>g =■ 0. 

, toutes les droites qui passent par un point fixe a;., y,, z, 
ne congruence dont les équations sont 



lulte que tous les cônes ayant pour sommet le point x^, y„ s, 
i l'équation 

p{x — x,) + q{y—y,)=z — z^. 

es les surfaces qui coupent orthc^onalement la famille de 

f{x,y,z) = a. 
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OÙ a désigne un paramètre variable, satisfont à Téquation du premier 

ordre 

„àf^df_df 

dx dy âz 

Les caractéristiques de cette équation sont données par les équations 
différentielles 

dx <^î/ __ ^^ 

dx ây âz 

Ce sont donc les trajectoires orthogonales de la famille de surfaces 
fziz a; résultat évident a priori, 

3® Cherchons les relations que doivent vérifier P, Q, R pour que 
les caractéristiques soient des droites. Soit 

une équation satisfaisant à cette condition. Posons, pour abréger, 

P Q R 

te=i 5 v= — -—————-» w= — > 



l/ps 4- Q« + R« |/p« + Q« 4- R« J/P' + Q' -+- R' 

de telle façon qu'on ait 

m' + v* -f- lu' = 1. 

L'équation cherchée prendra la forme 

up -h vq = w. 

Soit, alors, m un point de coordonnées x, t/, z et D la droite corres- 
pondante dont les cosinus directeurs seront évidemment w, v, w. 
Pour que les caractéristiques soient des droites, il faut qu'en un 
point voisin m' pris sur la caractéristique, w, v, w soient les mêmes; 
il faut donc que Ton ait 

du = 0, dv = 0j, dw = 0, 

pour les systèmes de valeurs de a;, y, z satisfaisant aux relations 

dx dy dz 

U V w 
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iu = s'écrit 

àx du dz 

au au du „ 

ojr oy rfi 

npte de la relation 

«' + V* •+■ «,-' = i, 

au dv dw ^ 

^d^'^^'â^'*'"'!^^' 

■e écrire celte condition 

/du _ âv\ _ {à«>_du\ 

nns dv ^ 0, dif =^ fournissent deuic relations ana- 
précédenle et finalement on arrive à deux équations 
le ment : 

àv dw dw du du de 

dz dy dx dz dy dx 



ions sont vérifiées quels que soient x, y, z, on obtiendra 
nt les caractéristiques en prenant les droites D issues 
)oint8 d'une surface, par exemple d'un des plans de 

sfait aux équations (9) en prenant pour u, v, w les 
elles d'une fonction 6 qui devra vérifier la relation 



- = ©'-(0-(^)' 



is i!i| 110 sr ri^iliilMiit pis i des lilciitllâs, elles définissent une cuurlw au 
st le lieu des iialRlsoti lnirtirw:[L'M'lsliqucs ont un canUct du second ordre 
)ii |icut SD iiropiaer de nifmo de Irouvcr les conditions que doivent tfrlUer 
lescirocliblstlqucssoient des cercles, ou desconiques, ou simplement des 
iiisce dernier ras. on volt alsimeut que l'on obltcnt par drs calculs alKé- 
I HMralodeséquRlionslT), siu[ dans un casiurlicullcr uiion«ura scule- 
le prcmitra. 
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Il en résulte que les caractéristiques de réquation 

dx ^ dy oz 

seront des droites. Si nous nous reportons aux conclusions du deuxième 
exemple, nous voyons que ces caractéristiques sont les trajectoires 
orthogonales de la famille de surfaces 

et puisque les caractéristiques sont des droites, on en conclut que la 
famille = a est une famille de surfaces parallèles. 

21. On rencontre souvent dans des problèmes de géométrie des 

m 

équations du premier ordre qui se décomposent en plusieurs équa- 
tions linéaires. Ainsi, par exemple, cherchons Téquation aux dérivées 
partielles des surfaces qui coupent orthogonalement la famille de 
surfaces 

(A) f (x, y, z, a) = 0, 

dont l'équation contient le paramètre arbitraire a au degré m. Pour 
avoir cette équation, il faudra éliminer a entre l'équation (A) et 
l'équation 

Soit 

? (iK, Vy 2, p, g) = 

l'équation ainsi obtenue; je dis que ç est le produit de m facteurs 
linéaires par rapport àp et g. En eflet, en un point quelconque de 
l'espace x^, y^^ z^^ passent m surfaces de la famille (A) correspon- 
dant aux valeurs du paramètre a racines de l'équation 

/'(•^o>!/o>^o>â) = 0. 

Soient ONp ON,, ..., ON^ les normales à ces m surfaces au 
point (Xo, 2/o, Zç), tij, t'j, w^\ tf„ r„ it',; ...; ic^, tv„, u^, leurs 
cosinus directeurs. Toute surface orthogonale à une des surfaces de 
la famille, en 0, devra être tangente à l'une des droites 0N\, ON,, 
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..., OX^ ei par suite satisfaire à Tone des écpiâtloos 

tt,p + tT<g — Wi =: 0, (f ^=ij% ..., w). 
On en condui que ç est égal au prof]uit 

P = (u^p 4- r^q — M?,) ... (u.p + r.g — ip.), 

abi^traction faite d'un facteur indépendant de p et de g. 

De telles équations font correspondre, à chaque point de l'espace, 
m droites D^, D,, ..., D^, et elles exprîment que le plan tangent à là 
surface intégrale contient une de ces m droites. Nous pourrons alors 
généraliser ce que nous avons dit au § 2) et désigner sous le nom 
de courbe caractéristique une courbe telle qu'en chacun de ses 
points elle soit tangente à l'une des m droites correspondantes. Les 
considérations employées plus haut nous montrent encore que toute 
stirface intégrale est un lieu de caractéristiques. Il est à remarquer 
que, pour former les équations différentielles de ces courbes, il n'est 
pas nécessaire de savoir effectuer la décomposition de ç(ac, y, 2,|9, q). 
En effet, soit Pp 4- Q^ — R un facteur linéaire de 3>. En exprimant 
que 9 {x, y, z, p, q) est divisible par Pp -h Qq — R, on aura des 

équations de condition homogènes en P, Q et R, qui, pour chaque 

P Q 
point (x, y, z), fourniront m systèmes de valeurs pour — et — • En 

remplaçant dans ces équations P, Q, R par les quantités proportion- 
nelles dx, dy, dZy on aura les équations différentielles des caracté" 
ristiques. 

22. La détermination des intégrales qui satisfont à des conditions 
données se trouve ainsi ramenée à un problème de géométrie. Ainsi, 
poiu* avoir la surface intégrale qui passe par une courbe donnée, il 
suffira do prendre les caractéristiques qui passent par les divers 
points do cette courbe. Il y aura indétermination si la courbe donnée 
est elle-mônrie une caractéristique, et dans ce cas seulement. De 
môme, on obtiendra une surface intégrale tangente à une surface, en 
prenant toutes les caractéristiques tangentes à cette surface. 

23. Nous pouvons, en employant un langage géométrique con- 
vcntionnelf étendre ces considérations à une équation linéaire à 



I. 



CHAP. II. — ÉQUATIONS LINÉAIRES. SYSTÈMES COMPLETS. 45 

n variables. Nous dirons qu'un système de valeurs xj, xj, ..., xj, des 
variables x^, x^, ..., x^ sont les coordonnées à\in point dans V espace 
à n dimensions. Nous désignerons sous le nom de courbe l'ensemble 
des points dont les coordonnées" sont des fonctions d'une seule 
variable, et nous appellerons surface l'ensemble des points dont les 
coordonnées satisfont à une seule relation 

£ (X|, Xjj ,,,y Xj^) = U. 

Considérons alors l'équation 

^ dz ^ dz ^ àz ^ ^ 

âxi ôx^ âx^ 

où Pj, ..., P«, R sont fonctions de cCj, •••? ^ï^»» ^. Soit 

V \Zy X|, Xj, ..., X^) = U 

une relation définissant une intégrale. Nous appellerons surface 
intégrale la surface définie par cette relation. Nous avons vu que, si 
on considère le système d'équations différentielles suivant 

dx^ dx^ dz 

■p:-- = -p:~r' 

et si 

Wi = Ci, M, = Cj, ..., tt„ = C, (G) 

est l'intégrale générale de ce système, l'intégrale générale de l'équa- 
tion proposée sera définie par la relation 

*K, M„ ..., w„) = 0, 

où <ï> désigne une fonction arbitraire. 

Les équations (G) définissent une courbe dans l'espace à ?i 4- 1 
dimensions ; c'est cette courbe que nous appellerons courbe caracté- 
ristique, et on voit que la surface intégrale la plus générale s'obtient 
en associant suivant une loi arbitraire les courbes caractéristiques. On 
verra d'ailleurs aisément que, réciproquement, si on considère dans 
l'espace à n + 4 dimensions une famille de courbes dépendant de 
n paramètres arbitraires, les surfaces obtenues en associant suivant 
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une loi quelconque les courbes de cette famille satisfont à une même 
équation linéaire du premier ordre. 

24. Systèmes complets. — Considérons un système de q équa- 
tions linéaires et homogènes 

Xj (/O = aî ^ + aï 1^ + ... -f ai ^ = 0, 



m 



^•<^) = «î£,-^«'â; 



âx^ 
àx^ 



x,(n = «î ^-^«'*^ + ... + «îl^=o, 



dx, 



àx^ 



dx. 



à n variables indépendantes Xp a;,, ..., a;„, dans lesquelles les quan- 
tités ai sont des fonctions de x^ ce,, ..., x^. Nous désignons par le 
symbole X< ( ) l'opération 

. d . d . d 

a\ -^^ + a\ -7— 4- ... 4- a'n 



dx^ 



âx^ 



âx. 



Remarquons, de suite, que ce symbole X ( ) jouit de propriétés 
analogues à celles du symbole de la dérivation. Ainsi, il est facile dé 
vérifier que si te, v, w désignent des fonctions de Xj, ce,, ...,• x^, 
on a 

X{u -h V -h w) = X{u) 4- X (v) + X (10), 

X{uv) = uX{v)'hvX(u\ 
et, plus généralement, 

X (f (u, V, w)) = ^X{u) ^^^X (v) -H ^. X (w). 



du 



dv 



âw 



Nous dirons que les q équations (10) sont in dépendan tes s'il 
n'existe aucune relation identique de la forme 



(11) 



î^iX, (f) + X,X, (/) + ... + X,X, (0 = 0, 



où Xp X,, ..., \ désignent des fonctions de a?j, x,, ..., x^, non toutes 
nulles. On voit, d'après cela, qu'un système de la forme (10) ne peut 
contenir plus de n équations indépendantes. 



n 
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1«» Supposons q ^ n. Si parmi les q équations il y en a n indé- 
pendantes^ le système n'aura évidemment que la solution unique 

c'est-à-dire 

/"(Xj, a?,, ..., ar„) = constante. 

Si le système proposé contient moins de n équations indépen- 
dantes, on pourra le remplacer par un système de n' équations 
(?i' -< n), équivalent au premier et composé d'équations indépen 
dantes. 

2** Supposons q-<.ne\. supposons, de plus, ce qu'on peut toujours 
faire, les équations indépendantes. Nous allons montrer qu'on peut 
former de nouvelles équations linéaires qui devront être satisfaites 
par toutes les solutions des équations (10). En effet, soit f une inté- 
grale des équations (10), on aura 

et par suite 

X, [X, (f)] = X, [0] = 0, 
X, [X, (f )] = X, [0] = 0, 

f satisfait donc à l'équation 

(12) X, [X, (/)] - X, [X, (f)] = 0. 

Cette équation (12) est encore linéaire et du premier ordre. En 
efifet, il est facile de vérifier que toutes les dérivées du second ordre 
de f disparaissent dans le premier membre. 

Le coefficient de -7-7 est 

oxl 



.» ^h ^k „i 



aÀttA — ala\ = 0, 



et celui de -7^ — r— est 
ax,^ OXi 



cCkCi] -f- a\al — ala) — a\<A = 0. 
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D'ailleurs, le coefficient de —!— est 
âx^ ox^ . âx„ 

L'équation (12) peut donc s'écrire sous la forme 

(12)' X;[X, if)] - X, [X, (f)] =^\X, (4) - X, (ai) i -^ = 0. 

Imaginons que l'on ait formé toutes les équations, telles que 
l'équation (12), que l'on obtient en combinant deux quelconques des 
équations (10); ces équations admettront toutes les intégrales du 
système (10). Désignons par 

toutes celles de ces nouvelles équations qui sont indépendantes entre 
elles et qui forment avec les équations (10) un système 

(13)X,(n=0, ..., •X,(/)=0, X,^,(/)=0, ..., X,^,(/)=:0, 

d'équations indépendantes. Si g + s == n, le système (13) et, par 
suite, le système (10) n'admettra que la solution banale /"= G. Si 
q -i- s <: n, on pourra recommencer sur le système (13) les opéra- 
tions faites sur le système (10), et ainsi de suite. En continuant de- 
là sorte, on arrivera finalement, soit à un système de n équations 
indépendantes, et alors le système (10) n'admet que la soliition f=C; 
soit à un système de r équations indépendantes, où r ^c 2i, et tel que 
toutes les combinaisons 

X, [X, if)] - X» [X.. (f)] 

« 

soient des fonctions linéaires de X^' (f), X, (f), .,., X^ (f). Dans le 
second cas, nous serons arrivés à un système tel que l'application de 
la méthode précédente ne doîme aucune équation nouvelle. Un tel 
système a été appelé par Glebsch système complet. 

Nous voyons, en résumé, que la recherche des intégrales d'un 



CHAP. II. — ÉQUATIONS LINÉAIRES. SYSTÈMES COMPLETS. 49 

système de la forme (10) se ramène à la recherche des intégrales 
d'un système complet. 

25. La théorie des systèmes complets repose sur les propriétés 
suivantes. 1° Soit, 

(14) X,(0=0, X.(/') = 0, ..., X,(/') = 

un système complet. Si on fait un changement de variabliîs défini par 
des relations 

(A) x^ = Oi (î/„ î/„ ..., y„), (t = 1, 2, ..., n), 

résolubles par rapport aux nouvelles variables i/j, y,, ..., i/», le 
système (14) sera remplacé par un nouveau système qui sera aussi 
complet. En effet, on pourra considérer inversement i/p t/j, ..., t/„ 
comme des fonctions de oî^, x,, ..., x„ : 

Vk = ^k (^i> ^î) •••> ^n)> (« = 1,2, ..., n). 

Remplaçons dans f, cc^, îc„ ..., x^ en fonction de ?/,, 2/,, ..., y,», 

on aura 

df_àfdy ^drdy,_ 

"T" ■ . . "7" 



c^Xf dy^dxi ày^àXi 

puis,, portons dans X {f) ces expressions des quantités ^— et substi- 
tuons à Xj, x,, ..., cc„ les variables j/^, i/j, ..., i/^. On aura un 
résultat de la forme 

Y (0 = 6, ^ + ...4-6,.;^, 
ày, à y, 

où bj, bj, ..., b„ désignent des fonctions de y^, y^, ..., y^, c'est-à- 
dire que l'on aura identiquement 

X(/) = Y(/), 

en vertu de la substitution (A), f désignant dans le premier membre 
une fonction de x^^'x^, ..., ce, et dans le second membre la même 
fonction exprimée au moyen de y^y y,, ..., y„. Le changement de 
variables (A) substituera donc au système (14) le système , 

(15) y»(r)=o, Y.(r)=o, ..., Y.(r)=o, 

G. Leçons. 4 



V 

• > 



m 



\ 
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r 

qui sera, évidemment, composé d'équations indépendantes. Je dis 
que le système (15) est un système complet. En effet, on a identi- 
quement 

X, (f) = Y, (f), X, (f) = Y, if), 

quel que soit f. Donc on a aussi 

X, [X» (f)] = Y, tX» if)] = Y, [Y* (/)], 
X* [X, (f)] = Y, [X, (0] = Y» lY, (f)l 
et, par suite, 

X, [X. (f)] - X, [X, (f)] = Y, [Yt (f)] - Y, [Y, (f )1, 

en vertu de la substitution (A). D'ailleurs, puisque, par hypothèse, le 
système (14) est complet, on a identiquement 

X, [Xi (/)] - X, [X, (f)] = \X, (f) + ... + X,X, (f). 

On en conclut, en faisant le changement de variables (A), que l'on a 
aussi 

Y. [Y, if)] - Y» [Y, (f)] = x;Y, (f) + ... + VY, if), 

en désignant par a[, >^J, ..., V ce que deviennent Xp X„ ..., X^, 
quand on y remplace x^, ac,, ..., ac„ en fonction de y^, t/,, ..., y^. Le 
système (15) est donc aussi complet. 

2° Si on remplace le système (14) par un système équivalent, le 
nouveau système sera un système complet. Nous appellerons système 
équivalent au système (14) un système 



(16) 



Zi (f) = 0, Z, (f) = 0, 



2r(f) = 0, 



tel que l'on ait identiquement 



Z, (f) = k\X, (f) + A*X, (f) + ... + AJX, (f), 

les quantités AJ étant des fonctions de a;,, ..., x» telles que le déter- 
minant 

D = 2 ± A} A* ... a; 

soit différent de 0. Il est clair qu'inversement Z^ (/"), ..., Z^ (f) 
s'exprimeront linéairement au moyen de Xj (f), ..., X^ (f). La 
différence 

z, (z, (f)) - z, (z, (f)). 
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sera égale à une somme de termes de la forme 

A»X, [AiX, (/-)] - kiX, [A?X, (f)] = A?X, (Al) X, (/) 

- AU» (A?) X, if) + AÎAi } X, (X, {f)) - X, (X, (f)) \. 

Cette différence sera donc une fonction linéaire des quantités X, (f ), 
..., X^ (/) puisque toutes les différences X< [X^^ (/)] — X^. [X^ (f)] 
sont, par hypothèse, des fonctions linéaires de ^i{t), Xî(/'), ..., X^(/'), 
et, par suite, une fonction linéaire de Z, (/"), Z, (/"), ..., Z^ (/"). 

26. Systèmes Jacobiens. — Considérons un système complet 
de m équations linéaires k m -h n inconnues. D'après ce que nous 
venons de dire, nous pourrons toujours le remplacer par le système 
complet équivalent, obtenu en résolvant ces équations par rapport 

à m des quantités - — > - — > •• •> Nous pourrons donc toujours 

(/Xj OX^ OXfn + n 

supposer qu'on ait mis un système complet sous la forme 

-^i(/)— ^ + ^13^— -^^ijz — +••• + «>« jz — —0, 

Nous appellerons, dorénavant, système jacohie7i tout système complet 
de la forme (17). 

Dans tout système jacohien, on a identiquement : 

X* [X^ {f)\ - X» [X, {f)-\ = 0. 
En effet, puisque le système est complet, on a 

X, [x,,(f)] - X, [X, (0] = X.X. (n + • .. -H x„x„ (0. 

Le coefficient de —^ dans le second membre est X. ; mais, quels que 

âx^ 

soient i et k, le premier membre ne contient aucun terme en 

— L, -J- ..., -_L . on doit donc avoir a. =0, et, en général, on devra 
dx^ ox^ âx„ 
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; î,j = puisque le coefficient de - — {h ^ m) dans le second 
ibre est X,. Donc, 

!Q conclut, en se reportant aux égalités (12)' , que les coefficienls b 
font aux relations 



X, (bt) — Xi (b;) = 0, 



({i,fe=-l,2, ...,m), 



K Théorème. — Tout système complet de m équations à 
- n variables indépendantes admet n intégrales dinlincles. 
lisque tout système complet se famène à un système jacobien, il 
suffit d'établir la proposition pour un système jacobien. Consi- 
QS alors le système (17); réqualiort X, (f) == admet (§17) 
■H n — 1) intégrales distinctes y„ y,, .,., */« + ,. Soit y, une 
Lion de ar,, a;,, ..., ac disliiicte des précédentes; prenons y,, i/,, 
/.i+« comme nouvelles variables. L'équation X, (/) ^= sera 

îttre les intégrales y„ y„ .,., y„ + ,. Imaginons, de plus, qu'on 
■ésolu les (m — 1) équations restantes par rapport km — 1 

Af Af 

alors remplacé par 



dy, ày^ 


II) seia «luis ii:iiipi3 


stème jacobien équivalent 




(^.«=^.=»' 




^■<«=^.*«^^,- 


■ ^ci/r 0, 


(-«=1'^^S'^' 


... 

ày.t. 



lequel les quantités cS sont dos fonctions des seules variables 
/a, •-., y« + B- En effet, le sysième (19) est complel (| 2S) el, 

lu'il est résolu par rapport à -r — ' -r — 1"->- — > il est jacobien. 
' <?V, ày^ dy^ \ 
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On a alors (§ 26) 

Y.(c*)-Y,(c*)_0, ( (& = 2, 3, ..., n). 

Mais ci est nul quel que soit h; par suite, 

Y.(cî) = ^ = 0. 

La première des équations (19) nous montre que f ne doit pas 
dépendre de y^ et comme cette variable ne figure pas dans les 
équations 

• Y.(r) = 0, ..., Y„(0 = 0, 

nous pouvons en faire abstraction, et nous sommes ramenés à chercher 
les intégrales du nouveau système jacobien de m — 1 équations 

Y. (0 = 0, ..., Y„{f)=zO. 

On ramènera de même ce système à un système jacobien de m — 2 
équations km + n — 2 variables, et ainsi de suite. Finalement, on 
arrivera à une seule équation linéaire à n + 1 variables, admettant 
les mêmes intégrales que le système proposé. Le théorème étant vrai 
pour m = 1, il s'ensuit qu'il est général. Nous voyons de plus que 
si 9j, fj, ..., ç^ désignent n intégrales distinctes des équations (17)j 
toute autre intégrale commune sera de la forme 

H désignant une fonction arbitraire. 

Pour passer du système (17) au système (19), il faut avoir intégré 
l'équation linéaire X, {f) = 0, ou, ce qui revient au même, le 
système d'équations différentielles 

— _ — — _ -^ -j^ , 

qui se réduit à un système de 7i équations du premier ordre.- Pour 
passer du système (19) au système jacobien suivant, il faudrait 



encore intégrer un nouveau système de n équations du premier ordre. 



r 



> SUR LES ÉQUATIONS AUX DÊBIYËES PARTIELLES. 

uite. En définitive, pour intégrer par cette méthode le 
, on aurait à intégrer successivement m systèmes de 
lifTérentielIes du premier ordre, et à faire m — 1 chan- 
ariables. 

I. — Les n intégrales distinctes ?,, ç„ ..., ç. du 
sont encore distinctes si on les considère comme fonctions 
iriables ^4.1, x„ + ,, ..., x^+^. Supposons, en effet, 
ne relation identique de la forme 

*(x„a!„ ..., a;-. ?i. ?r •■■.jr-) = o, 
X, (*) = 0, 



uisque ^,, f„ ..., ç, sont des intégrales du système (17), 
-écédente se réduira à 

ic indépendante de x,, a;,, ..., x„ et il y aurait une 
■e les fondions ç,, ç,, ..., ç,, ce qui n'est pas. 

î II. ^- D'après ce qui précède, il est clair que si 
linéaires indépendantes à (m + )i) variables admettent 
distinctes, te système formé par ces m équations est un 
iplet. Car, s'il n'était pas complet, il serait compris dans 
»mplet de plus de m équations et, par suite, ne pourrait 
intégrales distinctes. 

iode de Mayer {*). — La méthode d'intégration précé- - 
nous l'avons vu, des calculs assez pénibles. Des méthodes 

emploféid est identique gu iondï celui de Hsyeri Is mélbode même de ce 
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plus simples ont été données par Clebsch (*), Weiler (2) et Mayer (3). 
Celle qui exige le moins d'intégrations est due à Mayer; nous nous 
bornerons à celle-là. 

Théorème. — Soit x% xj, ..., x^ + n un système de valeurs des 
variables x^, x,, ..., a?^4.„, au voisinage desquelles les coefficients 
bi du système (17) sojit holomorphes; il existe n intégrales ç^, ©„ 
..., (p,j dw système jacobien 

(17) j "' f') = ^, - '■ j|t, *■■■* "'■ £z = "• 

( (i = 4, 2, ..., m), 

holomorjphes au voisinage du point xj, xj, ..., acâ + n) 6t se rédui- 
sant respectivement à x,» + 1, ..., x„ + „ pour 

« 

a/| — U/ j } • • . 9 O/^ O/m • 

Ce théorème est vrai dans le cas de m = 4, car il se réduit à un 
cas particulier du théorème de Gauchy; pour montrer qu'il est 
général, il suffira de démontrer que, s'il est vrai pour (m — 4) 
équations, il est encore vrai pour m. Supposons donc qu'il soit vrai 
pour (m — 4) équations. Nous pouvons, sans restreindre la généralité, 
supposer 

/y»0 ,y,0 /y»0 Ç\ 

O/j — U/g — ... <— o/m-t-n V» 



m 



L'équation X^ {f) = admet les intégrales évidentes oc,, aCj, ..., ac 
et, d'après le théorème de Gauchy, elle admettra, en outre, n inté- 
grales x^ + i, xi, + j, ..., xi,4.„, holomorphes au voisinage de x^^=x^ 
= ... =z Xm^n = 0, et se réduisant respectivement à Xm+i^ a^m+î? 
..., x„^.„pour Xi =0. 

/ \\ J «^m + J --— *^m + i ^~ '^i^m+i "^ •«•5 

^^m-hn -— - ^m + n *• *^j "-,114-11 -H .... 



(1) Clebsch, O'c&cr die' simultané Intégration linearer partieller Differentialgleichungen 
{Journal de Crelle, t. LXV). 
(«) Weiler, Schlômilck's Zeitstchnft fur Mathematik, Bd VIII, 1803, et Bd XX. 
(3) Mayer, Ueber unbeschrânkt integràbel Système, etc. (Mathematische Annalen, t. V). 
Bulletin des Sciences mathématiques et astronomiques, t. XI, l**» série. 



r. 
Il 
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Çôsons, pour la symélrîe de la notation, 

x\ = a:,, a,-J = x,, ..., x'„ — a;„, 
ut prenons les quantités xj, x\, ..., x'^^„ pour nouvelles variables. 
Puisque le déterminant fonctionnel 

D (a':;.+i. x'^+t, ..., x'„^.n) 

est cjfal à i pour x^ ^ 0, on en conclut que, au voisinage de x, = 0, 
on pourra résoudre les équations (A) par rapport à x„+,, Xn+,, 
..., ic™+, et les mettre sous la forme 

/g\ I iC„+, := X„+, + XjBb4.i + ..,, 

\ x„+«'= xl+, + xJB«+, + ...; 
par suite, toute fonction holomorphe de x,, ..., Xm+. est aussi 
une fonction holomorphe des nouvelles variables, et inversement. 
Ceci posé,réquationX,(/}=rO deviendra, avec les nouvelles variables, 

d'ailleurs, on aura 

i£ = i£ + _^^î=±; + ... + _^ ^îk-, 

àXi àxl dx^+i àXf '" àx'„+a àx^ 
(i — 2, 3, ..., m), 
et 

df ^ _df_ dxUi ^ ^ _àl_ àxU. _ 

âx„+i dxl^i., (?x„+]i "" dxm+nâx„i.i, 

(h = l, 2, ...,n). 

Donc le système (17) sera i-emplacé, avec les nouvelles variables, 

par le système 



(20) 



dx', 


àx„^.^ 


àx„^.^ 


àxl. 


àxU< 
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OÙ les quantités ci désignent des fonctions des seules variables xj, 
..., aCfl,^.» (§ 27) et, comme les fonctions ci se déduisent de fonctions 
holomorphes par les seules opérations de l'addition et de la multipli- 
cation, on en conclut que ces fonctions sont régulières au voisinage 
du point 

X|l ^^- iCj — ••• — Xfm+.fi ^^ U. 

Le théorème étant supposé vrai pour (m — 1) équations, il existe un 
système de n intégrales ç,, <p,, ..., 9^, régulières au voisinage de Xj 
= x'^ = .,. = x'n^n = 0, satisfaisant aux (m — 1) dernières équa- 
tions (20) et se réduisant respectivement à x^+i, ..., x^+n pour x'^ 

■ — X^ ^^ ... ^^^ Xni ::^ U 

Ç» = Xfn + i -+- X^Ci -f- .... 

D'ailleurs, ce système d'intégrales satisfera évidemment à l'équation 

/^ f 

-- — - = 0, puisqu'elles sont indépendantes de x[. 

Par suite, en remplaçant les variables x|, Xj, ..., xln+n par les 
vfTriables x^, Xj, ..., x^+n, on en conclut que le système proposé 
admet le système d'intégrales 

?i = Xtn^i + XiBi -f- ..., {i = 1, 2, ..., 7l), 

holomorphes au voisinage du point ^ 

X| ^^ Xj :=3 , , . = Xffu 4. n ZH U, 

et se réduisant respectivement à Xm+i, ..., Xm+nf pour Xj = 0, 

29. Soient œ>j, «p,, ..., ç» ^^s intégrales satisfaisant aux conditions 
précédentes. Nous dirons qu'un tel système d'intégrales forme un 
système fondamental relatif au point 

/y» I ■ rf*^ /y» — — /y»0 /y» n onv 

tA/j^ — ^^^l) *^^ - — "^îî •••5 **-'m + n — • **^m4-n* 

Soit alors $ (ac^m+D a^m+aj ...) a:„,4.„) une fonction quelconque, 
holomorphe dans le voisinage du point Xn^ + i, xJi+2, ..-, xi,^n^ la 



k 
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fonction 

F = ^(çj, 9„ ..., çj 

sera une intégrale du système (17), holomorphe au voisinage du point 



et qui, pour 



x^ — Xj, 






•^m4-n 



m + m 



<X/ni ^"~" •*" 



'm 



m j 



se réduira à la fonction 4> (ar,„+i, ..., a;;»4.„). On peut donc énoncer 
la proposition suivante, qui est une extension du théorème général de 
Cauchy dans le cas d'une équation linéaire. 

Théorème. — Soit ccj, ..., xi 4.» un système de valeurs pour 
lesquelles les coefficients h^ sont holomorphes, et ^ (x,n-4-i, •••>^m+n) 
une fonction holomorphe dans le voisinage du point a?«+i = xi+i, 
• ••> ^m-^n = xJi+n; Ics équations (17) admettent une intégrale 
commune holomorphe dans le domaine du point x\^ ..., aci^.», et 
se réduisant à $ {xm+i, ..., x,«+„) pour 



*^i — «^n 



•» 



**/-, — — 



'm 



*^m» 



30. Cette proposition établie, soitxj, ccj, ..., xi+„ un système de 
valeurs au voisinage desquelles les coefficients 6J^, dans le système 
complet (17), sont holomorphes. La méthode de Mayer pour la 
recherche des n intégrales diètinctes ç,, ..., {p„, qui satisfont à 
l'énoncé du théorème précédent, consiste à faire le changement de 
variables suivant :' 

(A) x^ = xj -H 1/j, x, = xî -h i/i2/„ ..., x,^=ixS, +y^y^; 



on aura alors 



(B) 



El 

àf 



àf àf 



àx„ 



y 



ro> 



àf 



ày^ "' àx^ 



àf__ àl 
~ ^' àx. 



ày 



La substitution directe des variables j/j, t/,, ..., )/„, Xn+u •••■, s^m-t-a 
aux variables x^, ..., a;„, x^+n ..., Xm^.., remplacera le système (17) 



« I 



• 




\ 
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par le système équivalent 

ày^ àx„+i . âx„,+n 

w { ^- <f' = .T. *"'£:,-*-•■■ -^ '^•' sir. = "• 

dans lequel les coefficients cf sont des fonctions holomorphes dans 
le voisinage du système de valeurs 

Vl —— "j *^m-i-l ^— *^m + lj •••5 «^m+n — ^ *^m+n} 
Vt ~~ *t> •••> y M — -^ *mJ 

OÙ a,, «3, ..., a» sont des quantités arbitraires, car, quels que soient 
!/s5 2/3, •-.? 2/«, on a toujours, pour i/j = 0, x^ = x\, ..., x^ == x^. 
D'ailleurs, on voit qu'en vertu des relations (B) tous les coeffi- 
cients cf dans les équations Y, (/"), Y, (f), ..., Y„, {f) contiennent en 
facteur t/j. La substitution (A) remplacera les n fonctions 9^, 9,, ..., ?„ 
par n fonctions <}/p ^,, ..., ^„ holomorphes au voisinage de 

vérifiant les équations (21) et se réduisant respectivement à x^n+u 
a?fM+j, ...5 Xm+n pour T/j = 0. La recherche des intégrales Çj, ç,, 
..., ç^ est donc ramenée à celle des intégrales 6p t];,, ..., ^^. Soit 
d;jt une de ces intégrales. C'est une intégrale de Téquation Y^ (f) = 
qui se réduit à Xm+i quand on fait 1/^ = 0; or, le théorème de 
Cauchy nous apprend que Téquation Y^ {f) = admet une intégrale 
régulière et une seule qui pour i/j = se réduit à Xm+ky c'est donc 
7wcessairement ^t* Nous concluons de là que, pour trouver les 
n intégrales ^J^^, ^^\ ..., ^^ qui satisfont au système (21) et aux condi- 
tions énoncées, il suffira de chercher n intégrales de Téquation unique 
Y, (f) 1= se réduisant respectivement k x^+iy x^+t^ ..., cc^+n pour] 
y^ =0. Ceci revient à dire qu'il suffira d'intégrer l'équation Yj(/^)=:i 
ou, ce qui revient au même, le système d'équations dllférentielh 
suivant : 

dy^ _dy^_ __ dy^ _ dx^i ___ __ dxn^ 
1 - ""•••- ~ c\ --•-- ^ 



i 
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S (m — 1) intégrales évidentes 

:„ î/, = c„ ..., v» = c„; 

l'infégrer le système 

y, _ dx^+, _ _ dœ^+^ 
t cj '" ci 

'i> Un ■■•) y«, comme des paramètres. Donc, od 
osition suivante : 

Ji système complet de m équations, à {m + )i) 
intes, se ramène à l'intégration d'un système 
H-entielles du premier ordre. 

1 peut vérifier directement que les n intégrales 
[ualion Y, (f) =: 0, qui se réduisent respective- 
,+, pour y, = 0, satisfont aux (m — i) équa- 
, Y. (0 = 0. 
nérale, soit 

OT=o, ..., Y.(r) = o 

de m équations. On a identiquement 

Y, (y. m) = Y. (y, m); 

une intégrale quelconque f de l'équation Y; {f^ 
cédente se réduit à 

Y,(ï.(,)) = 0, 

sera aussi une intégrale de la même équalion. 
e ijit de Y, (f) ^= qui se réduit à x^+t pour 



t}.» — oc+t + y, Pi, 

LCtion holomorphe de y,, ..., y„, x^+t, ■•■, a^+i 
s valeurs 0, a„ ..., a„, a^+i, ..., xS,+„. D'après 
de dire, Y; (-{/») sera aussi une intégrale de l'équa- 



CHAP. II. — ÉQUATIONS LINÉAIRES. SYSTÈMES COMPLETS. 01 

lion Yj (/) = 0. D'ailleurs on a 

Y, 01,) = Y, (x«^,) 4- 2/ J, (P,) + P*Y, {y,\ (i = 2, 3, ..., m), 

et comme 

Y,(j/.) = 0, 

Y, (^,) = ci + y, Y, (P»). 

Puisque cj contient en facteur i/j, comme nous l'avons fait remar- 
quer plus haut, on a donc 

Qt désignapt une fonction holomorphe ; Y,- (^j^) est alors une intégrale 
régulière de l'équation Y^ (f) = qui s'annule pour 'y, =: 0. D'autre 
part, l'équation Y^ (f) = admet l'intégrale évidente f=0 satisfai- 
sant à la condition précédente; comme, d'après le théorème de 
Cauchy, cette équation ne peut admettre qu'une seule intégrale 
holomorphe s'annulant pour y^ = 0, on a nécessairement 

Y< (4'*) = 0, (i = 2, 3, ..., m), 

ce qui démontre le théorème. 

31. Pratiquement, voici comment il faudra appliquer la méthode 
de Mayer. On commencera par intégrer le système 






n 
-y 



où on considère t/j, t/,, ..., t/„ comme des paramètres; soient f^y /*,, 
...,/*, n intégrales distinctes quelconques de ce système. Les fonctions 



l/l» •••» Vmy +1» -M ^ 



n) 



forment (m -h n — i) intégrales distinctes de l'équation Y^ (f) = 0. 
Par suite toute autre intégrale de cette équation pourra s'exprimer 
au moyen des précédentes et on devra avoir des relations de la forme 

fi {Vv Viy •••> ym> ^«+1» •••5 ^1».+») =^i (î/i> •••> y», ^n •••» W) 

(i = i, 2, ..., n). 
Pour avoir les intégrales ij/p ..., •%, il suffira de connaître la forme 



l 






=2. 
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des fonctions F<; or, pour y^ = 0, on a, par hypothèse, 



X, 



m-^ny 



^l X|» + l> •••5 4'» = 

donc, on doit avoir identiquement 

Ti V^J 2/ï> •••> !/i«i ^m + l> •••» ^m + n) = ^i (l/î) •••> î/m» ^m + l> •••> 3Ca«+„). 

Cette identité nous détermine la fonction F^ et on a donc 

F< (y,, 2/a, -., !/m, l'i, l'jj ..-, ^n) = fi (0, y,, ..., Vin, ''l^l, l'f» •-? 4^»)- 

On en conclut qu'étant donnée une intégrale quelconque de l'équa- 
tion Yj (f) = 0, pour Texprimer au moyen de 



y 



t> •••> ifmf 



Vmj ^ly •••> ^«> 



il suffit d'y remplacer y^ par 0, et x^+i, ..., Xm+n par d;,, ..., 6„ 
respectivement. 

Par conséquent, pour trouver les intégrales ij/^ (J;,, ..., <J;„, il suf- 
fira, après avoir trouvé les n intégrales /j, /j,, ..., /*„, de résoudre les 
n relations 

/< = fi (0, y,, ..., !/m> l'iJ ^«, —> ^«) 

par rapport à 6|, i};,, ..., tp». 



Exemple. — Soit à intégrer le système (*) 



(A) 



V /^ ^f / \^f / ^ \ ^f 

^^'^ dx^ ^ * ■ dx^ \ i 3 * s i J/^^ 



= 0, 



= 0. 



Si on forme 



X. [X, (0] - X, [X, (/)], 



on trouve que cette quantité n'est pas identiquement nulle. En 
l'égalant à 0, on obtient une nouvelle équation 

^f ^f A 
ox^ ôx^ 

t 

(*) \m^\itïit\.%}k\\ Sur VinUgration des équations aux dérivées partielles du premier ordre, 

p. i:m. 



k. 



î'.j-k-:»^.» 
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Cette équation, jointe aux précédentes, permet de remplacer le 
système (A) (§ 24) par le système équivalent 

iZ = _a. EL, 

qui est un système jacobien, comme il est aisé de le vérifier. Les 
coefficients étant holomorphes au voisinage de 

nous ferons, pour intégrer, le changement de variables suivant : 

«i = l/i> ^1== 2/1^1» ^s = 2/il/»- 

/î f 
Il suffit de calculer Téquation qui donne -r-^ dans le nouveau 

système; on trouve 

Y. (f) = ^^ + ^^ (2l/.y. + 31,; + y,y\) = 0. 

Il faut donc intégrer Téquation 

dyj^ dx^ 

dont l'intégrale générale est 

Nous avons immédiatement Tinlégrale ^ qui, pour y^ = 0, se 
réduit à x^. En remontant aux anciennes variables, nous voyons que 
le système (A) admet l'intégrale 

ff = x, — x,x, — x] —ixj, 
qui pour x^ = Xj t= cc^ = se réduit à x^. Soit f{x) une fonction 
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ince; le système (A) admettra VinU'gi-ale 

— x^x^ — x] — -J x\) 

=: se réduit à f {x^, et on aura ainsi 
système. 

estions, il arrive qu'on n'a paa besoin de 
système complet, mais seulement d'une 
lyer a montré que la connaissance d'une 
ne d'équations différenlieUes (22) permet 
intég7-ale duayatèmc (21) et, par suila, du 
f^t> f (y,, yi- --. ?/«, 3^+1, ■", a:^-.+n) 'ine 
) et 'I,, 'Sf„ ..., (i, le système fondameiifal 
ira, comme on l'a vu plus haut, 

t,y., -■■, y«, '>,, -.. W- 

par rapport à i]i,, 

-, y«) ^m+l, —, x,+„ <J.„ ..., 41.). 

las dans 0,, on aura une intqjrale; si <^„ 
crivons que il/, satisfait à l'équation Y^ (f) 
le <b„ ^„ ..., il, y satisfont aussi. On aura 

■•''' + - + 5Sr.^' <"'-">=''• 

, 2, ..., m. Si le second membre d'une de 
itiquement nul, il devra contenir effective- 
„ ..., <!/,, car sans cela il y aurait une rela- 
dépéndantes y,, ..., y„, x^+i, ■.-, x„+„, ce 
«sons, par exemple, qu'elle contienne iji,, 
t à i},, nous en tirerons 



»■> — .-S7.^'(-> = 



/ 
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Si le second membre n'est pas nul identiquement, on pourra 
résoudre, par exemple, par rapport à <]/,, et ainsi de suite; si on peut 
continuer, on arrivera finalement à une équation ^i donnera ^^ et, 
par suite, en remontant, on aura ^i, ^t'jj ..., ^^«, c'est-à-dire qu'on 
aura non seulement une intégrale, mais toutes les intégrales du 
système (21). On ne pourra être arrêté dans ces opérations que si on 
trouve une expression ^ 

telle qUe toutes les quantités 

Y» (W = IJ Y, (y,) + ... + ^ Y, (x..^.), 

(A;=:l, 2, ...,m), 

soient identiquement nulles. Mais, dans ce cas, il suffira de rempla- 
cer dans 6i les quantités (J/^+i, ^i+iy ..., 6» par des constantes arbi- 
traires pour avoir une intégrale. 

33. Supposons qu'on connaisse \f. intégrales u^, ttj, ..., Mj* d'un 
^stème complet; faisons un changement de variables en prenant 
pour nouvelles variables «i^, ii„ ..., u^ et (m -h n — \l) fonctions 
û^+i, ..., tC+,»_|x, formant avec les précédentes un système de fonc- 
tions indépendantes. Le nouveau système ne contiendra aucune des 

dérivées -r — > - — > •••> -r-^ puisqu'il devra admettre les a intégrales 

Uj, tij, ..., u^. On pourra donc considérer ce nouveau système 
comme un système de m équations à (m + n ^— jjl) variables où 
tij, tt„ ..., Wu. seront des paramètres arbitraires. Il suffira, alors, 
pour terminer l'intégration du système, d'intégrer un système de 
(n — ji.) équations différentielles du premier ordre ou, si l'on veut 
seulement une intégrale de plus, de trouver une intégrale de ce 
système. 

Étant donné un système de n équations différentielles du premier 
ordre, appelons opération d'ordre n la recherche d'une intégrale 
première de ce système. Nous pourrons exprimer les résultats 
obtenus sous la forme abrégée suivante : La recherche de l'intégrale 
générale d'un système complet de m équations à (m -^ n) variables 

G. Leçons. . •» 
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indépendantes exige que Ton fasse successivement des opérations 
d'ordre n, n — 1, ..., 2, 1. La recherche d'une seule intégrale 
exige une opératioD d'ordre n. Enûn, quand on connaît (i» intégrales, 
la recherche d'une nouvelle intégrale exige une opération d'or- 
dre (n — jx). 

34. La méthode de Mayer, que nous venons d'exposer, est certai- 
nement la plus simple de toutes les méthodes d'intégration des 
systèmes jacobiens; cependant nous ferons connaître encore la 
méthode employée par Jacobi pour trouver une intégrale d'un 
système jacobien. 

Considérons le système jacobien 

{ (t = l, 2, ..., m), 

et, en particulier, l'équation 

X, (f) = 0. 

Nous connaissons déjà (m — 1) intégrales évidentes de cette équation, 
à savoir : x,, cc„ ..., cc^. Supposons que nous ayons déterminé une 
autre intégrale ç^. D'après ce que nous avons vu, la fonction 
Çj = Xj ((pj sera aussi une intégrale de l'équation X^ (/) = 0; il 
en sera de même de 03 = X, (og) et ainsi de suite; en posant, d'une 
manière générale, 

?< = X, (?»•-. 1), 

nous formerons uiie suite de fonctions ç^, 9,, ..., ç^, ... qui seront 
toutes des intégrales de l'équation X^ (f) = 0. D'ailleurs, comme 
l'équation X^(f)=zO n'a que {m -h n — 4) intégrales distinctes, il 
devra nécessairement arriver, en continuant de la sorte, que l'on 
trouve une intégrale non distincte des précédentes. Supposons que 
cela arrive après i opérations, de telle sorte que l'on ait 

?i+i = II (?l> ?J) •••? ?o a?î) •••> ^m)y (^ < ^*)« 

Cherchons alors à déterminer une fonction 
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satisfaisant à l'équation X, (f) = : on devra avoir 

c'est-à-dire 

• 

(23) _. ç + -_ ç ^ ... 4- _ — ç 4. n + -r— = 0, 

et on sera ramené à trouver une intégrale du système d'équations 
différentielles 

?« ?a *" 9i n 1 ' V — ;> 

qui peut lui-môme être remplacé par l'équation unique 

— — r= 11 I O4, -; J •••» — ; — : — ;- ? X,, .... X„l' 

Soit t};^ = G une intégrale de ce système; C^i sera une intégrale de 
l'équation (23) et, par suite, des deux équations X^ (f) = 0, 
X, (f) = 0. 
On formera ensuite une suite de fonctions 

*i> 4*8» —j ^iî •••) où ^£ = X, (^,-1), 
qui seront toutes des intégrales du système 

et comme ce système n'admet que m -♦- )i — 2 intégrales distinctes, 
on arrivera à une fonction 6^ telle que 

^.+1 = <P {^^y d/„ ..., àiy Xj, x„ ..., xj, (i ^ n). 

Cherchons de même à déterminer une fonction 

^ Wi? 4^1? •••? V»9 ^a> •••> ^m) 

satisfaisant à l'équation X,(/) = 0; nous voyons que 6 doit satisfaire 
à l'équation 

de . de , ^0 . de . 

d^i^' ^.-1 ^4'i <^^*3 
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2 ramène à c£)le de l'équation différentielle 

\" da:, dx',-' ' / 

: l'équation en sera une intégrale commune aux 

= 0, X.(/')=0, X,(f) = 0, 

i la sorte, on trouvera évidemment une intégrale 

Si la dernière équation que l'on trouve dépend 
s, il suffira de l'intégrer complètement pour avoir 
s du système Jacobien. 

La méthode générale peut dans certains cas se 
ns que dans la suite des opérations on ait trouvé 
équations 

', x,(/')=o, ..., x«_,(n=o. 

! intégrale satisfait aussi à l'équation Xa (f) = 0. 
étant une constante, y — mx^ sera une intégrale 
tions 

,(f) = o, ..., x.OT = o, 

: (a — 1) premières et on a 

(? — ma:,) = X« (ç) — m = 0. 
it, si on a 

,(ç) = F(ç, a:», x,+„...,a;„), 
iner une fonction 

e {?,*.,... ,a;„), 

rs aux {a — 1) premières équations, de façon à 
. On devra avoir 



X 
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c'est-à-dire 

et, pour trouver une intégrale de X, (/) = 0, on est ramené à 
intégrer Téquation différentielle du premier ordre 



T 



— ^ Q/ X^» 



En particulier, si F ne dépend que de ç, on a l'intégrale générale par 
une quadrature 



Jf(I) '''• 



Exercices. 
Intégrer les systèmes suivants, où on a posé 

àf 
âXi 

4« 2x^xlPi-i- xlx.p, -h xlx.p, =0, 

2ar,p3-- x,p^ + x,p, =0, 

(Collet.) 

(^4 — ^î) Pi + («8^3 — ^1^0 l'a + {^l^Z— ^2^0 P* = 0- 

(Collet.) 

(Collet.) 

^ÎPj — SaîgPj 4- (x^o?, — Sacj) jp3 — ^x^x.p, = 0. 

(Graindorge.) 
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CHAPITRE III 



Ëqnations linéaires aux différentielles totales. 

'oute équation linéaire aux dérivées partielles du premier ordre 
valente, comme on l'a vu, à un certain système d'équations 
tielles ordinaires. A tout système complet on peut de même 
^r un système d'équations linéaires aux différentielles totales, 
dérons le système d'équations aux différentielles totales 

/ dx„4.i = b\ dx, + b] dx^ + ... + 67 dx„, 
\ dx„^.j = b\ dx^ + b\ dx^ + ... + fcj dx„, 

\ dx«4.„ ::= &„' rfa;, ■+■ bl dx, + ... + 6™ rfa:».» 

egardea:,, ..., a::„ comme des variables indépendantes, a^^+i, 
+ „ comme des fonctions de ces variables, et où les coeffî- 
^ sont des fonctions quelconques de x„ ..., x„+^. Ce système 
demment équivalent au système d'équations aux dérivées 
es suivant : 

àx„+, _ ^^■°+ '_ri àx„i.i _ 

^x^ ~ " àx, ~ " "■* dx„ ~ " 

«^3g„+i _., dx„,+i _ ^ àx„+, _ 

dx, *' dx^ " "' àx,^ -' 

àx^+^ _ da^.+, _ dx^+^ _ 

^x^ " àxj "' '"' dx„ "' 

ons les conditions pour que le système (1) admette un système 
raies où les valeurs initiales de foutes les variables puissent 
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être prises arbitrairement. Il est d'abord aisé de trouver des conditions 
nécessaires; en effet, des équations (2) on déduit 

âxi dxi. dx^ âXm+l dxi, dx^n^n àXj. 

c'est-à-dire, en tenant compte des équations (2), 





à^OCm + h 

dXi dXf. ~ 


db 

~ dx 


t dXn+i 


H 


"t* ••« 


OXm+n 


K, 


et. 


en posant 
















x,(r)- 


. àf 
dxt 


dx„,+i 


UXjn + n 








âxi dXf. 


x». 


(«>«• 






On trouverait de même 


















à*x„,^k 


x< 


(hï), 


X 





et, par suite, tout système satisfaisant aux équations (1) ou (2) doit 
satisfaire aux relations 

(3) x.(«)=x<(«), '^t:;X:.:'^' 

qui expriment que 

à*Xn+h d*Xm+n 

dXi âxj, dxj^ dxi 

Pour que l'on puisse prendre arbitrairement les valeurs initiales 
de toutes les variables, il faut que ces conditions (3) soient vérifiées 
identiquement, car sans cela elles donneraient des relations entre 
les- valeurs initiales. Les conditions (3) sont donc nécessaires; nous 
allons montrer qu'elles sont suffisantes. Une démonstration directe 
de ce théorème a été donnée par M. Bouquet (*). Nous le déduirons de 
la théorie des systèmes complets. Les conditions (3) expriment préci- 
sément que le système d'équations aux dérivées partielles 

(4) X,(f) = 0, (t = l,2, ...,m). 



(1) Bulletin des Sciences mathématiques et astronomiques, t. III, 1« série, p. 263; 1S72. 
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est ua système jacobicn {§ 26). Le système (4) admet donc n inté- 
grales distinctes ^„ ^,, ..,, f, et les équations 

(5) /i = C., f. = C„ ..., f. = C, 

définissent x„^.i, x^+t-, ■-, x„+^ en fonction de a;,, a;,, ..., a::^ et 
des n constantes arbitraires C„ C„ ..., C, puisque, comme nous 
l'avons \u-(% 27), /,, f,, ..., f, sont encore distinctes si on les consi- 
dère comme des fonctions des seules variables x^+,, ..., x,^+„. Soient 

a:„+; = ç; (x„ ..., x„, C„ .... C,), (i = 1, 2, ..., n) 

ces fonctions ; je dis qu'elles satisfont aux équations (i). En etlet, 
puisqu'elles vérifient les équations (5), on a 

f -ii dx, + ... + - — — da;„+„ := 0, 
\ ox^ àx„+. 



^^d,., + ... + j;^_fc,.=o, 

et il feut vérifier que si on tire de ces équations dx„+i, ..., dx^+,, 
les formules obtenues sont identiques aux formules (1). Au lieu 
d'opérer ainsi, nous montrerons, ce qui revient au même, que si on 
porte dans les équations (6) les valeurs de da;„+,, ..., da;»^.. données 
par les équations (1), elles sont vérifiées. D'une manière générale, s! 
dans la différentielle totale d^ d'une fonction quelconque * on rem- 
place dx^+i, ..., dx„^n par les valeurs {i), on trouve pour résultat 

d* = X, (*) dx, + X, (*) dx^ + ... + X„ (*) dx„. 

La substitution dans les premiers membres des équations (6) 
donnera doncO, puisque/*,, ...,/*, sont des intégrales du système (4). 
Comme les équations (Ô) contiennent n constantes arbitraires, on 
pourra choisir les valeurs de ces n constantes de façon que a;„+i, 
x^+t, ■■; x„-t-m prennent des valeurs données à l'avance a:«+i, 
..., xS,+„ pour ce, = x'y .,., œ„ =: x^. Les conditions (3) sont donc 
suffisantes, et le système (1) est dit, alors, complètement intégrable. 

Pour donner àla proposition précédente la forme précise sous laquelle 
elle a été énoncée par M. Bouquet, il suffit de particulariser les inté- 
grales f,,ft, ..■,/"». Nous savons, en effet, que le système jacobien (4) 
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admet 7% intégrales holomorphes ç^, ç„ ...,©» V^h pour x^ = xj, 
ce, = xj, ..., x„ = xSt, se réduisent respectivement à x^+u x^+ty 
..., X|„+», à condition que les coefficients bf soient holomorphes au 
voisinage du point xj, ..., x«, xâ+i, ..., xiî+». Si nous considérons 
les intégrales du système (4) définies par les équations 

nous sommes conduits à la proposition suivante : 

Théorème. — Étant donné le système d'équations aux diffé- 
rentielles totales (1), ow les coefficients Vl satisfont identiquement 
aux relations (3) et sont holomorphes au voisinage du point xj, 
..., x£, xi+i, ..., Xn^n'y il existe un système de fonctions x«+i, 
û5m+i> •••) Xm^n dcs varioblcs indépendantes x^, x,, ..., x«, et un 
seuly satisfaisant au système (1), holomorphes au voisinage du 
point xj, xj, ..., x« et prenant respectivement les valem^s XjS+i, 

/y» ^— . <Y»0 Of» ■ /*»0 ^w» ■ 1 /y»" 

U/j — **'ij »*/j — •A'JJ •••9 •A'ill — «*'W 

L'intégration du système (1) se ramène donc à celle du système 
jacobien (4). Réciproquement si on a intégré le système (1) on aura 
immédiatement l'intégrale générale du système (4). Soient, en effet, 

jfj = Cj, /j=:C„ ..., f^znzC^ 

les relations qui donnent l'intégrale générale du système (4), je dis 
que fi est une intégrale du système (4). En effet, on a d/i = pour 
tous les systèmes d'intégrales des équations (4), et, par suite, 

X, (/;) dx, + ... + X^ (f,) dx^ = 0. 

Comme x,, x,, ..., x„ sont des variables indépendantes, on en 
conclut que 

pour tous les systèmes d'intégrales des équations (4), et, puisqu'on 
peut choisir arbitrairement les valeurs initiales de toutes les variables, 



\ 
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rement que les relations 

Hquement. 

qui précède nous montre que l'intégration du système 
intégrable (1) et celle du système jacobien (4) sont 
s équivalents. Si f est une intégrale du système (4), 
intégrale du système (1) et réciproquement. La théorie 
, des systèmes jacobiens doit donc pouvoir se déduire 
itèmea complètement intégrables. C'est ainsi, en effet, 
t parvenu à la méthode d'intégration des systèmes 
nous avons exposée plus haut. Nous allons donner 
théorie de l'intégration des systèmes complètement 

le système • 

= bU ^5!^' = fc' .... ^^=±."=6', 

! (1). Imaginons qu'on ait intégré ces équations en les 
mme formant un système d'équations différentielles 
rapport à a;,, où a:,, a;,, ,.., x„ désignent des para- 
res, et soit 

?i (^1' ^1' ■■■> ^M) 3:„^.i, ..., x„+a) — «1, 

?. (=1^11 a^i, ..., X„, 3^ + 1, ..., 3^4-») = a», 

èrale de ce système, où on doit considérer a„ ,.., a, 
istantes par rapport à a;,, c'est-à-dire comme des fono- 
,' x^. Remarquons que ç,, o,, ..., ç„ sont n intégrales 
. Faisons un changement de variables et remplaçons 
T:a+i, x„+„ ...j a:;„+„par a„ a„ ..., a,. On aura 

Cj (o;) dx, + X, {a,) dx, + ... + X„ (a,) dx„; 

tant une intégrale de (7), on a 

X. (a,) = 0. 
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Le système (1) est donc remplacé par le système 

Ida^ = X, (aj dx^ + ... -H X^ (aj dx», 
• 
da„ = X, (a,) dx^ -H ... + X^ (a„) dx^. 

Mais, (^i étant une intégrale de Péquation X^ (f) = 0, il en sera de 
même de X, (^p^). En d'autres termes, si dans X, ((p^) on remplace 
^m+iy •••» ^m+n p^T IcuTS valeurs tirées des équations (8), le résultat 
sera indépendant de x^, Les coefficients du système (9) sont donc 
indépendants de x^ et nous avons, par ce changement de variables, 
substitué au système (1) un système de même forme, mais où le 
nombre des variables indépendantes est diminué d'une unité. 
D'ailleurs, il est évident, d'après ce que nous savons sur les systèmes 
complets, que le système (9) sera encore complètement intégrable, 
ce qu'on peut d'ailleurs établir directement ; on pourra donc le traiter 
comme le système (1), et en continuant de la sorte on arrivera finale- 
ment à trouver l'intégrale générale du système (1). On aura à inté- 
grer successivement m systèmes de n équations différentielles du 
premier ordre. 

Au lieu de prendre des constantes quelconques a,, a„ ..., a», 
supposons, avec Mayer, qu'on ait mis l'intégrale générale du sys- 
tème (7) sous la forme 

( xS+i = a;«+i + (cci -— xl) ^^, 

(10) ......^ y... 

\ *^m+n — — *^+n "t" \X^ — X^) (|/,j, 

iCm + i, ..., Xm^n désignant les valeurs initiales qui correspondent à 
une valeur donnée xj de x^ et, conformément à ce que nous venons 
de dire, remplaçons Xm+iy x^j^-iy ..., Xm+n par les nouvelles incon- 
nues xSi+iy xâ+j, ..., xS^.,,, qui ne doivent dépendre que de Xj, 
..., Xjn', on aura 

dxSt+i = dx„+i -1- ^i dXj + {x^ — xJ) dd^^, 
et, par suite, en remplaçant dx^^i par son expression tirée de (1) 
dxm+i = h\ dx, -h b\ dXj + ... + 6? dx„ + (x^ — x J) [A, dx, + . ..]. 
Le coefficient de dXj dans le second membre est nul, comme nous 
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1 fait le chaDgement de variables (10), les cœfQ- 
rtbre dans les nouvelles équations doivent être 
Ce second membre ne chanji^era donc pas si 
cj et comme, pour a;, ^=: scj, x^^^, ..., x„+^ 
:S+i, ..., xâ+n, on en conclut que, par le cban- 
^10), les équations (i) sont remplacées par les 



b]\ dXt + (bj), d», + ... + (fc7), dx„, 
H)t <i^t + — + (frï)» d=c», 

bî)t <^^t + — + CT)» '^^■i 

résultat de la substitution de xj, ic^+i, ..., a^+i. 
lans &f . Le système (11) peut être écrit sans qu'on 
ins (7), et on reconnaît aussitôt que les condi- 
sont vériHées pour ces nouvelles équations. 
intègre immédiatement dans le cas particulier 
es (t^\ sont nulles. Son intégrale générale est 

es consfonles arbitraires, et, alors, l'intégrale 
;i) est donnée par les formules (10) où x£+„ 
les constantes absolues. Or, on peut toujours, 
e variables convenable, ramener le cas général 
sufGt, pour cela, de faire au préalable le chan- 



c, = a;; + y,!/,, 



!/] (^î/n — t àx„ = y, dy^ + y_ dy,. 

montrent que tous les coefficients de dy^, dy^, 
eau système contiennent un facteur y, et, par 
it pour y, ^ 0. En résumé, l'intégration du 
me à l'intégration d'un système unique de 
tielles du premier ordre. 
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L'application de œtte proposition au système jacobien (4) conduit 
aux mêmes calculs que la méthode développée plus haut. 

37. Considérons comme exemple l'équation 
(12) P dx -f- Q dî/ + R dz = 0. 

Elle est équivalente au système 

dz__P ^___Q. 
dx'^ r' dy~ R* 

Écrivons que ce système est complètement intégrable, nous devons 
avoir 

ày\ R/ \ R/<^2\ ^)~dx\ R/ \ "kfdzX rJ 
Cette condition développée donne 

Supposons cette condition vérifiée identiquement : pour intégrer 
par la méthode de Mayer, nous poserons 

L'équation devient 

(F) dt -h (Q) [t dii + u dt] 4- (R) dz = 0, 
ou 

[(P) + (Q) u]dt + t (Q) du -h (R) dz = 0, 

en désignant par (P), (Q), (R) ce que deviennent P, Q, R quand on 
remplace les variables a? et t/ par les valeurs précédentes. Il nous 
faudra alors chercher l'intégrale de l'équation 

(R)^ + (P) + (Q)u = 0, 

qui pour t = se réduit à z^^. Soit 

F (r, u, t, z^) = 
l'équation qui donne cette intégrale; l'équation qui donnera Tinté- 



à 
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(12) Kn 

\ 'ce — x^ / 

constante arbitraire. 

e l'équatioa (12) est susceptible d'une interpi-é- 

e. Soit /'(a;, y, =) = C l'int^rale générale de cette 

résente une famille de surfaces S que nous appelle- 

sgralet. Par tout point x„ y^, s, de l'espace passe 

raie 

f(.x,y,z) = f(,x„y.,z,), 

en tin point quelconque x, y, z de chacune de ces 
ment pour équation 

— k) + Q (Y — y) + R (Z — e) = 0. 

la fonction f est donc équivalente au problème 
trie : 

.( M de l'espace on fait correspondre un plan Q 
point; déteitniner une famille de surfaces telle 
mrfaces qui passe au point M soit tangente au 

conclure de ce qui précède que ce problème n'est 
ibie. U est aisé de rattacher ce fait à la théorie des 
nouB retrouverons ainsi la condition d'intégrabilîté. 
■e à tout point de l'espace un plan passant par ce 
nt à se donner les cosinus directeurs A, B, C; 
leux droites passant par ce point. S'il existe une 
tsS 

f{x,y,z)^C, 
:un de leurs points au plan correspondant, la fonc< 
faire aux deux équations 

■" dx dy dz ' 
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qui expriment que ie plan tangent contient les deux droites de para- 
mètres A, B, G, et Aj, B^, C|. Soit S une surface intégrale commune 
à ces deux équations ; comme f satisfait à Téquation X (f) = 0, 
S pourra être engendrée par une famille de courbes (G) vérifiant les 
équations 

,px dx dy dz 

^^^ T=B="C 

(voir § 20). De même, elle pourra être engendrée par une autre 
famille de courbes (D) satisfaisant aux équations 

dx __ dy __dz 
^ ^ A, ~B, -g/ 

Soit alors M un point quelconque de l'espace, (G) et (D) les deux 
courbes de ces deux familles qui passent en M; ces deux courbes 
devront être situées tout entières sur la surface S qui passe en M. 
Par les divers points M', M% ..., de (G) passent des courbes (D'), 
(D'), ... qui engendrent une surface S'; de même, par les divers 
points m', m", ... de (D) passent des courbes (G'), (G'), ..., qui 
engendrent une surface S'. Les deux surfaces S' et S' devraient être 
confondues avec S. Il faudrait pour cela que toutes les courbes telles 
que(D'), (D'), ..., rencontrent chacune des courbes (G'), (G'), ..., ce 
qui n'aura évidemment pas lieu en général. 

Pour achever les calculs, nous supposerons, ce qui est toujours 
permis, qu'on ait ramené les deux équations aux dérivées partielles 
à la forme 

' dx dz 

dy dz 

Bans ce cas les courbes (G), qui satisfont au système 

dx dy dz 

sont planes et situées dans des plans y = y^ parallèles au plan 
des xz. De même les courbes (D) sont aussi des courbes planes 
situées dans des plans parallèles au plan des yz. 
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de coordonnées x, y, z, considérons 
L passent en M. Soit N un point voisin 
î coordonnées 



N et pris sur la courbe (D') passant 
y + Ay, Z. 



point N' de (D) dont l'ordonnée est 



courbe (C) qui passe par N', dont 
onnées seront 



") et (D') se rencontrent, il faut et il 
P' soient confondus, c'est-à-dire que 
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D'une manière plus générale, soit 4> une fonction quelconque des trois 
variables oc, y, z et désignons par 4>m la valeur de cette fonction pour 
les coordonnées (ce, 2/, z) d'un point quelconque M. Il faudra que Ton 
ait identiquement 

Calculons ^p et ^p» ; un calcul facile nous donne d'abord, en remar- 
quant que, le long de la courbe G, dy = 0, dz = A dx, 






X*» (jf) désignant le résultat de l'opération X {f) appliquée p fois. On 
Irouve de même 

4)p = ^, + i^ Y (<!>,) + ... + ^^^ Y^(cI>k) + ... 
et, par suite, 

4»p=$,+^ X(<I».) + ^ Y(<DK)+J-|*X'(«!.«) + At/AxY(X(*,)) 

4- ^ Y'(«1»k) + ... + ^ [Aî/ Y(<I'h) + AxX.C&m)]^ ..., 

en employant la notation symbolique 

[Aj/ Y(/0 + AxX(n]''=Aî/''Yi-(/^+ jAî/»-'Aa;Y''->(X(/)) +.... 

On aura, d'une manière analogue, 

4.,. = *« + ^ X («I>») + ^ Y ($«) + ^ Y' («I>h) + Ax Ay X (y (<!.,)) 

+ ^ X* (*h) + ... + ! [ax X («!>«) + Ay Y (*«)]" + ..., 
d'où 
*r, — *P = Ax At/ { X (y (*m)) - Y (X ($„)) i H- ... 

+ -{ [a,X(<ï.,) + A„Y(*.>]'-[a,Y(<I.h)+ A,X(<Ï.k)]'1 + .... 

Jr 

Pour que cette différence soit nulle, quels que soient les accroisse- 

G. Leçons, 6 



\ 
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faut d'abord que l'on ait 
X(Y(1..))_y(x(*.))=0 
, si on regarde \x et Ay comme infiniment petits 
le second membre ne contiendra qu'un seul terme 

faut donc que le système des équations X {f)^0^ 
cobieii. Cette condition nécessaire est d'ailleurs 
exprime qu'on peut intervertir les deux opérations 
altérer le résultat final et, par suite, que l'on a 
nent 

X«yP(<I>) = YPX»(*); 

*P qui est une somme d'expressions de la fornff 

;' Ay^X" Y^ (*) - Y^ X" (*)] 

lent nulle. 

it être étendu, en employant le langage hypergéo, 
èmes complets à un nombre n de variables. Nous 
licite à p dimensions l'ensemble des points dont 
, cCj, ..., x^ sont des fonctions de p paramètres 
; muUijilicité à p dimensions sera définie par 

».) = 0, ..., ,._,(x„...,x.) = 

lées du point. D'après cela, une courbe est une 

imension et une surface une multiplicité à (n — i) 

=- 3, on aura en outre des multiplicités à 2, 3, 

on s. 

i un système jacobien 

,(f} = o, ..., x,(o = o, 

savons qu'un tel système admet n — g intégrales 
, Ça-,- Nous appellerons multiplicité caj-aciem- 
i d'ordre q définie par les équations 

sont des constantes arbitraires. Par chaque point 
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de l'espace «î, ..., oc,? passe une telle multiplicité 

et l'espace à n dimensions se trouve ainsi décomposé en «"""^ multi- 
plicités à q dimensions. Considérons la surface intégrale 

et un point xj, xj, ..., xj de cette surface : on aura 

ce qui prouve que la multiplicité caractéristique / 

qui passe au point acj, acj, ..., asj, est située tout entière sur la 
surface. Donc, si une surface intégrale passe par un point, elle 
contient la multiplicité caractéristique qui passe par ce point. 
Nous voyons en outre que toute surface intégrale s'obtient en asso- 
ciant suivant une loi arbitraire les multiplicités caractéristiques. 

Un raisonnement tout pareil à celui qui a été fait plus haut 
permet aisément de se rendre compte de l'existence de ces multipli- 
cités. Prenons, pour fixer les idées, un système complet de trois 
équations 

X, if) = 0, X. (f) = 0, X, (f) = 0. 

Par un point quelconque xj, ..., x^ passe une courbe caractéris- 
tique de la première équation X^ (f) = (§ 23). De tous les points 
de cette courbe partent des courbes caractéristiques de l'équation 
Xj (f) = 0, dont l'ensemble forme une multiplicité à deux dimen- 
sions; de tous les points de celte multiplicité sont issues des courbes 
caractéristiques de X, (f) = 0, et ces nouvelles courbes formeront 
une multiplicité à trois dimensions. Il est clair que toute surface 
intégrale passant parle point xj, ..., x2 contiendra la multiplicité 
que nous venons de définir. Cette multiplicité ne doit pas dépendre 
de l'ordre dans lequel nous prenons les caractéristiques des trois 
équations. En les supposant résolues par rapport à trois dérivées 

partielles - — j -r— ? — — ? un calcul analogue à celui qui a déjà été 
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me les relations • 

:, (O) - X, (X, (f)) = 0, (i, fc = 1, 2, 3), 

itions nécessaires et suffisantes pour qu'il en soit ainsi, et 
;nd évidemment au cas d'un nombre quelconque d'équa- 

rattacher aux considérations précédenles une question 
e qui a fait l'objet d'un certain nombre de travaux. 
i une famille de surfaces a-^ f{x, y, s), M. Bouquet a 
premier qu'il n'était pas toujours possible de trouver 
familles de surfaces p ^ ç (x, y, z), y ^= 4 {x, y, z), 
■■ la première un système triple orthogonal. Pour qu'il en 
faut et il suffit, comme l'a démontré M. Darbous, que 
I une seule équation aux dérivées partielles du troisième 
nation qui a d'abord été calculée par M. Cayley. 
;, en effet, que la famille considérée de surfaces S fasse 
yslème triple orthogonal f= a, ? = P, ^l ^ T- Soit MN 
celle des surfaces S qui passe au point M, MT et MT' 
indicatrice de la surface S au point M. D'après le théo- 
pin, l'une des surfaces S' (^ ^ P) ou S' {41 =^ y), qui 
[, devra être langente au plan NMT' et l'autre au plan 
sxemple, S' sera tangente au plan MNT. La famille S 
;, le plan MNT est bien déterminé dès qu'on se donne le 
ur déterminer la famille S', il faudra donc trouver une 
irfaces tangentes en chacun de leurs points au plan MNT 
it, ce qui, en général, nous venons de le voir, n'est pas 
! coefficients de l'équation du plan MNT dépendent évi- 
s dérivées premières et secondes de la fonction f{x, y, z) 
ant la condition d'intégrabilité, il est clair qu'on sera 
le équation aux dérivées partielles du troisième ordre, 
rapport aux dérivées du troisième ordre, 
nt de même le plan MNT', il semble qu'on obtiendra 
e équation du troisième ordre. En réalité, ces deux 

le déluils sur ce sujet, voir Soplius Lie, Théorie der TraiisformùiioasgtupptH, 
sr les iurfiKcii OFUtOBonales (AHiiales de l'École Hoi'maJr; tupcrirurr, i" série. 
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équations se réduiront à une seule; cela résulte de la proposition 
suivante : 

Lorsqu'on a deux familles de surfaces se coupant mutuellement 
à angle droit, et suivant des lignes de courbure communes, il 
existe nécessairement une troisième famille de surfaces qui forme 
avec les deux premières un système triple orthogonal (*). 

Exemples. — Intégrer les équations aux différentielles totales : 

1° a?! (a?, — i) {x^ — 4) dx^ + x^ {x^ — 4) {x^ — 1) dx^ 

-h x^ {x^ — 4) (Xg — 4) dx^ = 0, 

2*^ dx, 4- -^ dx^ — ;—- dx. = 0, 

/yi rp /v» If* 

3^ dx. + --^ dx^ ^— * dx^ — ^ '^ dx. = 0, 

4° dx, H — dx^ + — z — dx. H î-cotg — dx. 

a?j !og acj x^ x^ log Xj a?3 x^ x^ 

4-* cotg — dx^ = 0. 

(Collet.) 
5° Étant donné le système complètement intégrable 
dz =p dx + q dy^ 

dg = (fejp -h h^q + &3Z) dx -h (c^p 4- c^g 4- c^z) dy^ 

où a^-, bi, Ci sont des fonctions des seules variables indépendantes x 
et t/; si on connaît trois solutions linéairement distinctes z^, p^y q^ ; 
^2? i'îJ ^2 5 ^35 Pa? ^35 l'intégrale générale est de la forme 

. z = C^z^ + Cj^a 4- C^z,, p = C^p, 4- C^Pj + C3P3, 

Cl, Gj, C3 étant trois constantes arbitraires. 

(Appell.) 

■ ■ ' I ' — ■ 

(1) Darboux, Théorie générale des surfaces, t. II, p. 263. 
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CHAPITRE IV 

: forme quelconque. Généralités. Méthode 
de Lagrange et Charpit. 

ns une famille de surfuces, ilépendant de deux 
), définie par l'équation 

V(a;, y,z, a, b) = 0. 

on tire, en supposant a elb constants, 

V d\ ^ dV àV ^ 

- + p — =0, -— + g--- = 0, 
X ^ dz dy ^ dz ' 

ie a et de fe entre les équations (1) et (2) conduit 
seule relation 

F{x,y,z,p,q) = 0, 
'. équation aux dérivées partielles du premier ordre 
ut toutes les surfaces représentées par l'équation (1). 
intré que la connaissance de la fonction V sutïit pour 
s intégrales de l'équation (3). En elTet, puisque la 
! résultat de l'élimination de a et fc entre les équations 
r cette équation revient à chercher trois fonctions 
t y satisfaisant aux équations (1) et (2). Or, si on 
Lion (1) en tenant compte des relations (2), on aura 

/ ^^ iï^_o 

\ da dx db dx ' 
\ à\da ày_db_ 
\ da dy db d'j ' 
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et le système des équations (4) et (4) sera équivalent au système des 
équations (1) et (2). Nous sommes donc ramenés finalement à trouver 
trois fonctions z, a et h vérifiant les trois équations (1) et (4). On 
peut satisfaire aux équations (4) de plusieurs manières : 

1° En laissant a et b constants ; z sera alors donnée par l'équa- 
tion (1) et nous trouvons la famille des surfaces dont nous sommes 
partis. Cette intégrale a reçu de Lagrange le nom d'intégrale 
complète. 

2^ En prenant des valeurs de Zj a, h satisfaisant à l'équation (1) 
et, en outre, aux relations 

oa 00 

En éliminant a et b entre ces trois équations, on obtient une intégrale 
qui ne contient rien d'arbitraire et qui a été appelée par Lagrange 
intégrale singulière. 

3® Si -7- et -r-r ne sont pas nuls tous les deux, on aura 
âa do 

D(«>fe) _t> 
D{x,y)- ■ 

Il existe alors une relation entre a et h. Supposons qu'elle contienne b, 

h = o(a); 

on aura une intégrale en éliminant a et b entre les trois équations 

(5) V = 0, £X + ^ç'(a) = 0, b = ?(a), 

OÙ ç désigne une fonction arbitraire; on obtiendra ainsi une intégrale, 
dépendant d'une fonction arbitraire, que Lagrange appelle intégrale 
générale. 

D'après cela, il semblerait donc qu'il y a trois catégories disti7ictes 
d'intégrales : les intégrales complètes, les intégrales générales et 
l'intégrale singulière. Il n'en est rien, car il est facile de montrer 
qu'il n'y a pas de différence essentielle entre l'intégrale complète et 
l'intégrale générale. En effet, d'abord il est clair qu'il y a une infinité 
d'intégrales complètes qui peuvent se déduire de l'intégrale générale. 
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Prenons l'intégrale générale obtenue en posant 

' b ^ ç (a, a', b'), 

o étant une fonction donnée dépendant de deus paramètres arbitraires 
a' et b' ; cette intégrale sera donnée par une relation de la forme 

V, {x, y, z, a', b') = Q 

et dépendra, en général, de deux paramétres; ce sera donc une 
intégrale complète. L'ancienne intégrale complète qui correspond aux 
valeurs «„ b, sera maintenant l'intégrale générale qu'on obtiendrait 
en partant de la relation 

s. = ,(«., «■,!.■). 

Géométriquement, le procédé de Lagrange peut s'énoncer ainsi : 
Parmi les intégrales complètes, on prendune suite simplement infinie 
de surfaces en établissant une relation arbitraire entre a et & 
L'enveloppe de ces surfaces constitue une intégrale générale. Au 
contraire, la solution singulière s'obtient en prenant l'enveloppe de 
toutes les intégrales complètes quand a et b varient de toutes les 
manières possibles. Il est clair que cette intégrale singulière sera 
l'enveloppe de toutes les autres intégrales, tant générales que 
complètes; elle sera donc la même, quelle que soit l'intégrale 
complète d'où l'on est parti. 

Considérons, comme exemple, l'équation de Clairaut généralisée 

(A) z = px + qy + f{p,q), 
qui admet l'intégrale complète 

(B) z = ax + by + f{a, b), 

formée d'une famille de plans dépendant de deux paramètres. Ces 
plans enveloppent une certaine surface 2, non développable. Les 
intégrales générales seront des surfaces développabtes circonscrit eg 
à 2- L'intégrale singulière est la surface 2 elle-même. Il est alors 
aisé de vérifier que par toute courbe (C) de l'espace passe une 
surface intégrale, car l'enveloppe des plans, passant par les tangentes 
de(C) et tangents à la surface L, est une surface développable, passant 
par (C), et circonscrite à 2- On peut vérifier aussi sur cette équation 
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qu'il y a une infinité de manières d'obtenir une intégrale complète : 
par exemple, les cylindres circonscrits à 2 ou les cônes circonscrits 
à 2 et dont le sommet est assujetti à rester sur une surface donnée 
sont des intégrales de l'équation (A) dépendant de deux paramètres, 
c'est-à-dire des intégrales complètes. Nous avons ainsi le moyen 
d'intégrer toutes les équations de la forme 

qui expriment une propriété du plan tangent. Comme cas particulier, 
il pourrait arriver que la surface 2 se réduise à uûe courbe T; 
l'intégrale singulière disparaît, ou plutôt se réduit à la courbe F. 
Enfin, si la courbe T est rejetée à l'infini, l'équation prend la forme 

F(p,q) = 0; 

elle admet pour intégrale complète tous les plans parallèles aux plans 
tangents d'un certain cône, et l'intégrale générale est formée de 
développables dont les génératrices sont parallèles à celles de ce cône. 

40. En résumé, l'intégration de l'équation (3) est ramenée à la 
détermination d'une intégrale complète; les théorèmes généraux de 
Gauchy nous apprennent d'ailleurs a pHoH qu'il existe une infinité 
d'intégrales de cette espèce. 

Lagrange (*) a donné le moyen de ramener une équation non 
linéaire à trois variables à une équation linéaire; la méthode a été 
ensuite perfectionnée par Charpit (2). Le procédé de Lagrange repose 
sur la remarque suivante : étant donnée une équation 

q = f{xy y, z, p\ 

si, par un moyen quelconque, on est parvenu à trouver une valeur 
de p dépendant d'une constante arbitraire a, telle que l'équation 

, dz = pdx -h f{x,y, z,p)dy 

soit complètement intégrable, ^intégration introduira une nouvelle 



(1) Mémoires de r Académie de Berlin, 1772; Œuvres complètes, t. III. 

(S) Le mémoire de Charpit, présenté on 1784 à TAcadémie des Sciences, n'a pas été publié. 
Voir Lacroix, Calcul différentiel et intégral, t. 11, 2* édition, p. 548 ; Jacobi, Journal de Crelle, 
t. XXUI; Gesammelte Werhe, t. IV. p. 151. 
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a une intégrale complète. Celte remarque bien 
'intégrer des équations assez compliquées. 
in.de la farme 

,q) = 0, ou 5 = f{p, y); 

i étant une constante arbitraire, l'équation 

dz ^ a dx + ç (a, y) dy 

e complète 

= ace + /?(«, y) dy + b. 

)rme 

fiz, p,q) = 

itit à ce cas. 
[uation 

fi^,p) = f,(y,qy, 

f{x,p)=ft{y,q) — a, 
tante arbitraire. On en tire 

= ?(^,a). 9=?.(!/,«); 
nlielles totales 

= {x, a)dx + ?, (y, a) dy 
!ompIète 
(x, a)dx +1 ç, (y, a) dy -i-b. 

générale, pour trouver une inLéjj^rale complète 
mque du premier ordre 

F(a;, y, t,p, 9)=0, 
adjoindre une équation 
4> (a;, y, r, p, q) ^ 0, 
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telle que si on tire p, g des équations (6) et (7), 

p = (x, 2/, z), g = tKx, y, z), 

l'équation 

dz =p dx + g dy 

soit complèteme^it intégrable. 
Il faudra pour cela que Ton ait 

D'ailleurs, en différentiant les équations (6) et (7), il vient 

dF ôYdp d¥dq 
àx ap dx âq ax 

dx dp àx âq âx ' 

en y considérant x, y, z comme des variables indépendantes et p, g 
comme des fonctions de ces variables. On déduit de là 

D(F,<Ï>) D(F,<t>) dq^^ 
D (a;, p) D {q, p) dx 

et on trouve de même 

D(F,4>) T)iF,^) dq BiF,<t>) l){¥,4>) dp D(F,g>) I)(F,^) àp 

Biz,p)^B{q,p)dz- ' I){z,q)^-D{p,q)dz ' Biy,q)'^T){p,q)ây ' 

Posons, pour simplifier l'écriture, 

â¥ dF dF dF dF 

doc dy dz dp dq 

et remplaçons dans Téquation (8) -r^» -^? -r^» t^ parleurs valeurs : 
*^ ^ ^ ^ dy dz dx dz^ 

on trouve que O doit vérifier la relation 

d^ d^ d^ d^ d^ 

Pour que la condition d'intégrabilité (8) soit satisfaite, il suffit que 
cette équation soit vérifiée en tenant compte des relations (6) et (7). 
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Il en sera de même a fortion si l'équation (9) est vérifiée identique- 
ment. OncoQQaitdéjàuneintégraledecetteéquation, F(x, !/, z,p, 9); 
supposons qu'on ait trouvé une autre intég^rale <I>; lea deux équations 

et * — o = 0, 

: arbitraire, déterminent des fonctions p 
]uation 

^p dx + q dy 

e, pourvu que F et 4> soient des fonctions 
intégrant l'équalion (10), on introduira 
traire h, et la fonction s de x et ;/ ainsi 
complète de l'équation (6). Trouver une 
cela revient à trouver une intégrale du 



hQ« X + pZ Y- 
une première intégrale 

- y, i, p, g) = c", 

; à un système de trois équations différen- 
tte intégrale une fois trouvée, il ne reste 
atioQ du premier ordre pour achever le 



pq — 2 = 0, 



F dz dp dq 

"2pg^ p ^ q 

p — y — a; 
iflfêrenti elles totales 
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d'Où 

dx= - 






(y- 

Donc 

z={x — b){y- a) 

est une intégrale complète. 

Toutes les fois que l'équation (6) est de la forme 

F(j,p,q) = 0, 

les deux dernières équations (H) donnent immédiatement une inté- 
grale de ce système, p z= aq. L'équation 

F (î, aq, 5) = 
donne alors 

q = f(a,z), p = a<f{a,s); 
on est conduit à l'équation 

dz =^ q {a, z) [a dx + y], 
et z s'obtient par une quadrature 



J q {a, z) 



Remarque. — Si l'équation (6) ne contient pas z, c'est-à-dire si 
elle est de la forme 

F {X, y, p, q) = 0, 

on cherchera une fonction "t, également indépendante de z, qui 
sera déterminée par l'équation 

ox ay âp aq 

On a, alors, à intégrer le système 

dx dy — dp — dq 

dont on connaît une intégrale 

F = C", 
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jite, se ramène à un système de deux équations diffé- 
remier ordre. Une fois qu'on aura trouvé une inti^rale 
on aura t par une quadrature (*). 

irons, maintenant, d'une manière plus générale, une 
lissant z en fonction de ii variables x^, x,, ..., x^, 
êtres a^, a,, ..., a„ 

V (:, X,, x„ ..., x„ n„ a„ ..., a.) — 0. 

ù ces paramétres des valeurs constantes, on déduit de 



— = jj;. L'élimination de o„ a,, ..., a, entre les 
liions (12) et (13) conduit, en général, à une seule 

F (r, lc„ X,, ..,, x„, p„Pi, ..., p,) = 0. 

ésigne encore sous le nom d'intégrale complète de 
■) l'intégrale déflnie par l'équation (12). Nous allons 
comme dans le cas de deux variatiles indépendantes, 
:e d'une intégrale complète permet de trouver toutes 
grales. 

]uation (14) est le résultat de l'élimination de a,, a^, 
s équations (12) et (13), intégrer l'équation (14) revient 
es les fondions z, a,, a„ ..., a, des variables x„ x,, 
ifont aux équations (12) et (13). Ces fonctions satisferont 
l'équation obtenue en différentiant l'équation (12); et, 
pte des relations (13), on en conclut qu'elles satisfont 

— da, + ■- — da, + ...+-— da, = 0. 

r, d'ailleurs, que le système des équations (12) et (13) 

inniCK Bbtr Dyiiamili. p. i'3. 
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est équivalent au système des équations (12) et (15); on est donc 
ramené à trouver des fonctions 2, a^, a,, ..., a„ satisfaisant aux 
équations (12) et (15). On peut satisfaire à ces équations de plusieurs 
manières : 

l»En prenant «^ = C*^, a, = G*®, ..., a» = C*«. On retrouve 
V intégrale complète d'où Ton est parti. 

12° En choisissant s, a^, a,, ..., a„ de façon que Ton ait simulta- 
nément 

V = 0, 

en éliminant a^, a,, ..., a„ entre ces n -H 1 équations, on trouve une 
intégrale z qui ne contient rien ]d'arbitraire et qui a été appelée par 

Lagrange intégrale singulière. 

dY 

3^ Si Fune des quantités — est différente de 0, FéqiraCion (15) 

exprime qu'il existe au mohis une relation entre les n quantités 
a^y «j, ..., a„. Supposons, pour prendre le cas général, qu'il y ait 
k équations distinctes (k > 1) entre les quantités a^, a,, ..., a„ et fc 
seulement : 

(16) ^i(ai, ctj, ..., a„)=:0, ..., f^. (a,, a„ ..., a„) = 0. 

Les différentielles da^y Ha^^ ..., da^ satisferont alors aux relations 

et à celles-là seulement; donc, la relation (15) doit être une consé- 
quence de celles-ci et on doit pouvoir trouver k facteurs X^ X„ ..., V 
tels que l'on ait identiquement 

dY ^ àY ^ ^ ^^ 

— da^ ^ '•• ^" ^ da^=z\ df^ + ... + X^ d/;, 

c'est-à-dire 



(17) 



ôa^ àa^ ôa^ 

à^ _. àf âf, 

àa^ da^ âa^ 



LES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 

I, (16) et (il) sont au nombre de n + ft + 1 ; il y 
aérai, un système de fonctions z, a^, a^, ..., a,, 
faisant à ces équations. En éliminant a,, a,, ..., a„, 
e ces équations, on aura donc une relation qui 
rrale z dépendant de k fonctions arbitraires. C'est 
xle de La grange. 

,0 Considérons la fonction 

4- (ï,a;, + ... + a^x^ + f{a,, a,, ..., a,). 

sfait à l'équation du premier ordre 

+ J'ï^. + — + J'-.^. + fiPifPv ■■■>?»). 

de Clairault généralisée, et elle en est une intégrale 

fra donc en déduire toutes les autres intégrales de 

on de la forme 

F(p.,p„...,P») = 
"ftle complète 

+ a,a;, + ... + a^„iXn-t + b x^ + a,, 
B constante liée aux constantes arbitraires a,, a,, 
ilation 

F{a„a„...,«._„b} = 0. 

D'après ce qui précède, nous voyons que, si fc =; 1, 
le générale dépendant d'une fonction arbitraire de 
; pour i = 2, l'intégrale dépend de deux fonctions 
— 2) variables, etc.. Il semble donc, au premier 
ainsi (ii — 1) catégories distinctes d'intégrales 
montrerons plus loin qu'en réalité il n'y a aucune 
slle entre ces diverses intégrales. Nous ferons voir 
[ue l'intégrale que Lagrange a nommée singulîkre 
tiens que nous avons prises plushaut pour définition 
gulières (§ 14). 

is supposé, dans ce qui précède, que l'élimination 
entre les équations (12) et (13) ne conduisait qu'à 




: 
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une seule relation entre z, ac^, ..., cc„, p^^ ..•? P»- ^^ raisonnements 
qui précèdent ne sont valables que si cette condition est satisfaite. 
Il est donc utile, étant donnée une intégrale qui dépend de n para- 
mètres, de savoir reconnaître si c'est une véritable intégrale complète. 
Soit 



(12') 



Z Q* (p^l^ •••5 '^n? ^lî •••» ^1») 



1 = 



une iatégrale contenant n paramètres; les relations (13) prendront 
alors la forme 

1^ Supposons que le déterminant fonctionnel 

D^— , —, ..., — \ 
\âx^ dx^ âxj 

D(a4, a„ ..., a^) 

soit différent de 0; on pourra résoudre les équations (13') par rapport 
à a^, a„ ..., a„ et en portant ces valeurs dans Téquation (12') on 
aura une équation et une seule qui contiendra explicitement z, 

2° Supposons 1 = 0; tous les mineurs du premier ordre de I ne 
pourront pas être nuls à la fois, car sans cela on pourrait déduire 
des relations (13') deu>x relations au moins entre aCj, ..., a;,», pj, ...,29„. 
Supposons, par exemple, que le mineur 

d/'— , —, ^^ \ 

\àx^ âx^ àxn-ïj 

D (ttj, a,, ..., a„_i) 

soit différent de 0; on pourra résoudre les équations 






i'i.-i 



âx, 



n — l 



par rapport à a^, a,, ..., a».! et, en portant ces valeurs dans 

d<^ 
âx^ 

a^ disparaîtra. On aura ainsi une relation 

r \X^y X,, ..., x„, p|, 2?5, ..., Pf^) = U, 
G. Leçonn. 7 



^ 
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idra pas z. D'ailleurs, il faudra qu'en porlaot les valeurs 
Oi^i dans l'équation (12') a, ne disparaisse pas, car 
irait une nouvelle relation entre r, x,, ..., x,,p^, .■■,p,, 
ue le déterminant 



"(If/ 



d'i> 



ieO. 

- Considérons la fonction 

= V{x^ — a,)' + (ar, — a,)' 

(13') sont alors 



. p, 



,,).+(^,_a.)' K(a..^«.)'+(^.-a,)' 

rérifier que, dans ce cas, tous les mineurs du premier 
t nuls. D'ailleurs, on voit immédiatement que z satisfait 
itioos du premier ordre 

p\ + PX^ 1, p, = 1. 

irons eu particulier les équations de la forme 

F (a;,, a;,, ..., a;,, p„ p„ ..,, p„) ^ 0, 

nnent pas z. Si on connaît une intégrale dépendant 
instantes arbitraires, on aura encore une intégrale en 
e-ci une constante arbitraire quelconque. Ou aura alors 
de la forme 

= * (x,, a-,, .,., j',„ a,, a,, ..., a,_i) + «,. 

>it une intégrale complète, on voit de suite, d'après ce 
qu'il faut et qu'il sufGt que l'un des déterminants 

e (n — 1) des quantités ^ — » par rapport à o„ n„ 
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.., a,_i, soit différent de 0, par exemple que l'on ait 






Ceci nous permet de compléter ce que nous avons dit (§ i6) 
l'artifice employé pour faire disparaître la fonction inconnue d 
une équation aux dérivées partielles du premier ordre. 
Étant donnée une équation du premier ordre 

(18) F (:, œ,, x„ ..., a;., p„ p„ ..., pj = 0, 

à n variables, contenant la fonction inconnue :, nous avons vu (§ 
que la recherche d'une intégrale donnée par l'équation 



V(=,a;„i„...,x.)=0 




se ramène à l'intégration (le l'équation 




/ àY à\ 


()V' 

'' àY 



\ âi âz àz 

à (n + i) variables, qui ne contient plus la fonction Inconnue V 
que ce procédé pouvait laisser échapper les intégrales singuliè 
Nous allons montrer que, ai on connaît une intégrale complète 
l'équation (19), on en déduira une intégrale complète de ré( 
tion (dS). En effet, soit 

V {z, x„ ..,, a;,, a,, a„ ..., a,) + a„+, 

une intégrale complète de (19), et supposons, d'après ce qui pi-éd 
que l'on ait 



\dx, dx^ àxj 

D (a., «., ..., a.) 



= 0, 



je dis que V t^:: donnera une intégrale complète de l'équation ( 
C'est bien, en effet, une intégrale de (18) dépendant de n paramè 
arbitraires ; de plus, le déterminant fonctionnel des premiers mem' 
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des équations (13) correspondantes, par rapport à a,, a,, ..., a., n'est 
pas identiquement nul, car si on y fait p, ^^ p, := ... = p, ^ 0, ce 
déterminant se réduit an précédent qui est diiTérent de 0. 

récède nous montre donc que l'intégration 
menée à la recherche d'une intégrale complète 
losons l'équation (14) résolue par rapport à p, 

t, a;,, œ,, ..., x,,p,, .,.,p,_,); 

le complète, il suffira de pouvoir trouver des 
i_i de z, Xf, x„ ..., ic, et de (n — 1) para- 
telles que l'équation 

- p, dx, + :.., + p„_, dx„_, + fdx, 

'grable. L'intégration de cette équation Intro- 
nstante arbitraire «, et on aura ainsi une 

s où l'on voit immédiatement une solution. 

lie, une équation de la forme 



"t à p„ p„ ..., p„ on en tire 

..., p, ^ *, (^ml ^l <ïj ■■• <**-l)} 



+/.. 



) ç,-, {X^_„ «._,) dx,_, 

+ j<f^{x„ o, a, ... a^-i) dx, + a, 
ilète. C'est ainsi qu'on trouve pour l'équation 
p, ... p, =: X, œ, ... X, 
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rintégrale complète 



xi 



2z = a^x\ -h ... + a»-! xi^i H h a„. 

tt| Oj ... ûfji— 1 

D'une manière générale, pour étendre la méthode de Lagrange et 
Gharpit aux équations à plus de trois variables, il conviendra de 
poser le problème comme il suit : étant donnée l'équation F = 0, 
trouver n — 1 autres relations entre z, a?p ..., aj„, p^^ ..., |}„, 
contenant chacune une constante arbitraire, telles que les valeurs 
de p^y ..., p« déduites de ces n relations rendent l'équation 

dz = pj dxi 4- ... •+■ Pn dx^ 

complètement intégrahle. En réalité, cette extension n'a été faite 
que longtemps après Lagrange ; elle constitue la seconde méthode de 
Jacobi, qui sera exposée dans un des chapitres suivants. 

Exercices. 

1° Trouver une intégrale complète des équations 
F (z — pxy 1/, py q) = 0, i^* 4- g' — 2px — 2qy ■+• 2xy = 0, 

p* -h q* — 2px — 2qy 4-1 = 0, 
2 {pq 4- py 4- qx) 4- x* 4- 2/' = 0, xp* 4- yq* = 2pg, 

z* (p* 4- g') = 05* 4- t/% g = acp 4- p% p = (qy 4- z)', 

p« — y^q = x' — y'. 

2® Trouver les surfaces dont les normales appartiennent au com- 
plexe de droites formé par les normales à une famille de surfaces 
homofocales du second degré. 

3** Trouver les surfaces telles que la trace de la normale sur un 
plan fixe P soit à une distance constante l de la trace du plan tangent 
sur le même plan P. 



u 
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CHAPITRE V 

> de Cauchy. Caractéristiques. 



méthode générale fl 'intégration des équations 
;s du premier ordre est due à Pfaff('). Consi- 
lomme un cas particulier d'un problème plus 
solution de ce nouveau problème à l'intéf;ratioQ 

systèmes d'équations différentielles simultanées, 
— 3, ..., 3, 1. Peu de temps après, en 1819 (3), 
! méthode beaucoup plus simple en montrant 
me spécial de l'intégration des équations aux 

suffisait d'intégrer le premier système que l'on 
cédé de Pfaff. Noua allons exposer cette méthode 



'abord l'équation à trois variables 

F (x, y, z, p, q) = 0, 

trouver l'intégrale de cette équation qui, pour 
ine fonction donnée de y 

2 = ? (y). 

te, que si nous remplaçons x él y par deux 
indépendantes a et p, intégrer l'équation (1) 



ner Akademit. iS\i-iSi^ 

Pkiloiaaihiqae, p. 10-îl. Ld Mémoire primitit do 1819 i filé 

e lome 11 des Eiercicei d'Asatuse il de Phyii^ue malUmatiquet, 
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revient à trouver cinq fonctions ac, y, z, p, q de x et de P vérifiant 
Téquation (1) et la relation 

(2) dz =p dx -h q dy. 

Cauchy, suivant une idée d'Ampère, conserve la variable x et 
remplace y par une nouvelle variable u qui sera déterminée plus 
loin. L'équation (2) s'écrit alors 

^^ j ^* j j /^y j ày . \ 

— - «35 4- -r- ou == p aas + cf I -~ aa? + -7— du l. 
âx au \dx au / 



On doit donc avoir 



(3) 



dz dy 

dx dx 

— =o^. 
du du 



D'ailleurs, puisque les fonctions y, z, p, g de a; et u satisfont à 
l'équation (1), elles satisfont aussi aux deux équations qu'on en 
déduit en la dérivant par rapport à ac et par rapport au: 

- dx dx dx dx 

(4) < 

du du du du 

Il s'agit donc de trouver quatre fonctions y, «, /), q des variables x 
et u satisfaisant aux équations (3) et (4). L'artifice de Cauchy consiste 
à choisir la variable u de façon à obtenir un système de quatre 
équations où ne figurent que des dérivées partielles par rapport à la 
variable x. Nous avons déjà deux équations dans les systèmes (3) 
et (4), satisfaisant à cette condition; pour en avoir d'autres, nous 
nous servirons de la relation 

d^z d^z 



dx du du dx 
Des équations (3) on tire 

à*z ^àp^àq^ày ^ d^y 
dxàu du dudx dxdu 
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dudx dx du ^ dudx 



dp âq dy dq ày 

du âxdu au dx 



mt par rapport à -r-t ~> 
' "^^ au du 

1 variable u, de façon que l'on ait 

dx 

s possible; en effet, sur une surface int^n^le 
sont des fonctions déterminées de ir et i/ï ^i ^^ 
lation comme une équation différentielle entre y 

^ {X, y) = C" 
inérale, il suffira de définir ta nouvelle variable u 

•l* {^, y) = n (u), 

m quelconque. La variable u étant choisie ainsi, 
it être identiquement nu), il faut nécessairement 



leuK nouvelles équations aux deux premières des 
I, on voit qiie les fonctions y, z, p,q de x et de u 



dx 


:Q, 




V%- 


:Pp + 


Qg, 


\^'û- 


= -Y- 


-gZ, 


\ 4:= 


:_X- 


-yZ. 
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satisfont au système d'équations 



(5) 



La variable u ne figurant pas dans ces équations, tes intégrales y 
p, q ne peuvent dépendre de u que par l'intermédiaire des vale 
initiales y„ z,, p^, q„ correspondant à la valeur 3;, de x. 
équations (5) peuvent s'écrire 

/Kr\ ^^ '^y ^^ — ^P — ^'i • 

^ ' T~"Q~Pjï4-Qg~X+pZ~Y+5Z' 

nous retrouvons précisément le système auquel on est conduit d 
la méthode de Lagrange et Charpit. Ces équations (5'), comme n 
l'avons déjà remarqué, admettent l'intégrale évidente 

F {X, y, z, p,q) = F (x^, y„ ï„ p„ gj. 

Si donc les valeurs initiales satisfont à la relation 

(6) F ix„ y* z„ p„ q,) = 0, 

les fonctions y, t, p, q vérifieront l'équation 

F {x, y, z, p, g) = 0. 
Soit alors 



(7) 



( y = fi (^> 3C„ y,, z„ p„, q„), 
i z:=f,{x,...,q,), 

j P = r. (^, -, î»), 

I q = f,{x,...,q^), 

les formules qui représentent les intégrales du système (5), corresf 
dant aux valeurs initiales yat^inPvi ?o) vérifiant l'équation (6). To 
intégrale de l'équation (1) s'obtiendra en remplaçant, dans ces exp: 
sions, y^, z^, q„, p, par des fonctions convenables de u, choisieE 
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) soient satisfaites. Or, la première des 
'est une des équations du système (5); 
ffit que l'on ait 



n en prenant 

= ?("). îa = ?'(»). 

ion (6). Pour démontrer que la relation 
cette façon, posons 



_djf d|y_ dV 



au dx dxàu 

de -v — r- ' " vient 
ax au 

du dx dx du 



tte expression, -^ ^^ -r- P^"" leurs 
is aurons 

du du duj 

,s,'p,q satisfont à l'équation 
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on a, en difTéreRtiant par rapport à u, 

au an au au 

et, par suite, 

dx 
d'où, en intégrant, 

Uj désignant la valeur de U pour x = a;,. Or, pour x = x^y on a 
On a donc, pour toute valeur de x, 

t 

Remarque. — M. Bertrand a fait remarquer que le raisonnen 

précédent n'est exact que si le facteur e n'est pas infinin 

X*Z 
- dx fût 

même inflniment grand, ce qui ne peut arriver, au moins si 

suppose X suffisamment voisin de a::,,, que si p est infini pour 

valeurs initiales, c'est-à-dire si P, = 0. D'ailleurs, en vertu 

équations (5'), on a -5- =; —; on peut donc remplacer l'intég 

/ p '''^ P""" l'intégrale 1 jr dy qui restera finie si Q, est diffé 

de 0, et, si Q^ était nul, on prendrait un des deux autres rapport) 

— dp — dq 

K+pl' Y -H q-l' 

on voit donc que le raisonnement précédent ne pourra ton 
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réellemeat en défaut que si les valeurs initiales vérifient les quatre 
équations 

. P = 0, Q = 0, X -t- pZ = 0, Y + qZ = 0. 

S'il en est ainsi, le facteur considéré pourra réellement être infini, 
stante a;, et à la fonction y (y) toute leur 
seules intégrales auxquelles ne s'applique 
sont celles dont tous les éléments vérifient 
ites plus haut, c'est-à-dire les intégrales 

^uation traitée par Caucliy 
pq~xy = (i; 
îrentielles correspondant est 

y dz dp dq 

1 ~ 2pq ~ y ~ X 

énominateur pq = xy et supprimant ce 

iy = — = xdp = ydq. 

ces équations 

^, dz=^2xdx = l^ydy; 
y X y " " 

ï - s* = ^* (3=' -xl) = ^ {y* - yî), 

\f pour x^x^, se réduit à 9(1/), nous 
(m), g, =ç' («), et, par suite, p, = ^ • 
représentée par les équations 
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qui peuvent encore s'écrire 

[z - ç {u)Y = (x« - xl) (t/« - u«), 
[2 — ç (m)] ç' (m) = m (x* — xj); 

on remarquera que, si on regarde u comme un paramètre variable, 
la seconde équation est la dérivée de la première par rapport à ce 
paramètre. 

48. En énonçant les résultats obtenus en langage géométrique, 
nous pouvons dire que nous avons déterminé une surface intégrale 
passant par une courbe plane donnée, située dans un plan parallèle 
au plan des yz. Nous avons vu qu'on pouvait se proposer, d'une 
façon plus générale, de déterminer une surface intégrale passant par 
une courbe gauche quelconque. Il est vrai que, par un changement 

m 

de variables, cette question se ramène à la précédente; mais il suffit 
de modifier très peu le raisonnement de Cauchy pour traiter directe- 
ment ce nouveau problème. En effet, il suit de ce qui précède 
qu'étant donnée une surface intégrale S, on peut toujours choisir 
une variable indépendante w, de telle façon que t/, z, py g, consi- 
dérées comme fonctions de x et de w, vérifient les équations (5). 
Ces fonctions y, z, p, q ne pourront dépendre de te que par l'inter- 
médiaire des valeurs initiales x^^ y^y z^^ p^y q^. Cauchy supposait 
que Xq était pris constant, mais cette restriction n'est évidemment 
pas nécessaire. 

On voit d'abord, comme plus haut, que les valeurs initiales doivent 
vérifier la relation 

F (x^y 1/oj ^oy Po^ ^o) = 0, 
ce que nous supposerons toujours. Soit alors 

fi («5 Vj ^y Py g, ^0? Vo^ ^0? Poy Qo) = 0, 
/o\ 1 h y^y • • • «^OJ • " • ^0/ ^^ ^> 

/a \p^9 • • • *^o' • • • ^0/ ~^ ^> 
fk y^j • • • «^0? ... ^0/ ^^^ ^> 

les formules qui donnent les intégrales du système (5), correspondant 
à ces valeurs initiales. Toute intégrale de l'équation (1) sera donnée 



IONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 

^»> y»! ï») Pm 9o soient des fonctions 
les calculs, posons, avec M. Darboux, 

iaire dont nous supposerons la valeur 
jeut toujours faire. En intégrant ces 
ime de la forme 

. ^.. • • • 9o). 
,^t, ■ • ■ 9.), 

,^„, ■ ■ ■ g.), 
,^., .,■ ■ g.), 

e (8). Ces cinq fonctions vérifient la 

'aie du système considéré ; on a aussi 

ât^^ dt 

lent une intégrale à l'équalion (1), il 
ériHent la relation 



(?*!/- dp âx dq dy 
' du dt ~'didû~àtâu' 



d*ij dpdx dqây 



I dx dq ây dq d]f 
: i^u du dt àt du 
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dt dt 

(Y + îZ);ilvient 



-Q 



du du du \ du du/ 



OU du du au du 

il reste 

Donc, en intégrant, 

-X'"' 

Pouf que U soit nul, il faut et il suffit que 

U. = 0, 
c'est-à-dire que l'on ait 

Dans M cas, l'objection de M. Bertrand ne se présente plus, <: 

j — 2 dt reste toujours fini, pourvu que Z reste fini, ce que no 

supposons. Mais pour que le système (9) soit équivalent au système (! 
il faut que tous les dénominateurs du système (5') ne soient pas to 
nuls, pour les valeurs initiales, car alors la seule intégrale serait 

x = x^, y — Vt, z~ E„ g = goi P = P»- 

et le système (9) ne aérait plus équivalent au système (8). 

Cherchons maintenant à déterminer une surface intég:rale passa 
par la courbe gauche 

x^X{u), y = (.(«), î^v(«). 

Il suffira de prendre pour x,, y„, r„ les valeurs X (m), i* («), v {v 
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par les équations 

,.(«),v(«),p„5,) = 0, 

= P. >•' («) + q„ t*' («)■ 

naéesparces formules, sont développàbles 
le déterminant fonctionnel 

-^^ 

:me de valeurs. 

équations (9) pourront alors être résolues 

seront des fonctions développàbles de x et 

jnctionnel 

/) _ dx dy dx dy 
ï) dt du du. àt 

ir t ^ 0, « = u,. En portant ces valeur» 
n aura pour z une fonction développable 
minant est nu), l'inlég^rale ne cesse pas 
Is elle présente une sing^ilarité au point 

raité par Cauchy, le déterminant précédent 
>, n'est pas nul, on obtient pour = une 
rariables a; et y; ce qui est bien conforme 



)de de Cauchy fournit aussi une intégrale 
t la relation 



i», z, ^ c, a, b, c étant trois constantes; 
lie relation 
ï, b, c, p,, g,) = 0. 

iépend des trois constantes a,b,e et il suffit 
lies une constante absolue pour avoir une 
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49. Caractéristiques. — Les résultats précédents sont suscep- 
tibles d'une interprétation géométrique importante. Si dans les 
équations (9) nous regardons x^, y^, z^, p^, q^ comme constants et 
t comme variable, les trois premières équations représentent une 
certaine courbe qui se déplace en engendrant la surface intégrale 
quand on fait varier u. Toute courbe de cette famille est complète- 
ment déterminée quand on se donne les valeurs t/^, z<,, q^ qui corres- 
pondent à une valeur donnée x^ de a?, p^ se déduisant de la relation 
F (a;^,, i/o> ^0? Po9 Qù) = 0. Ces courbes dépendent donc de trois para- 
mètres arbitraires; elles forment un complexe de courbes, et nous 
voyons que toute surface intégrale est engendrée par les courbes de ce 
complexe, que nous appellerons caractéristiques, associées suivant 
une certaine loi, sauf les intégrales singulières que nous avons laissées 
de côté. 

Appelons élément Tensemble d'un point (a?, y, z) et d'un plan de 
coefficients angulaires (p, q) passant par ce point. De tout élément 
dont les coordonnées vérifient la relation F =: 0, part une courbe 
caractéristique, en général bien déterminée, tangente à cet élément. 
Mais, d'après les dernières des formules (9), nous voyons que les 
valeurs de p et de g sont elles-mêmes déterminées complètement tout 
le long de cette caractéristique. On est donc conduit à l'importante 
proposition que voici : Si deux surfaces intégrales sont tangentes, 
c'est-à-dire ont un élément commun, elles sont tangentes tout le 
long de la caractéHstique issus de cet élément. 

L'intégrale complète obtenue en faisant Xç^=:aj 1/^ = 6, Za = c 
n'est autre cbose, on le voit, que le lieu des caractéristiques issues du 
point (a, hyc). On reconnaît facilement que les tangentes aux diverses 
caractéristiques issues d'un point M forment, en général, un cône 
ayant son sommet en ce point; ce point M sera donc un point 
singulier pour la surface engendrée par ces caractéristiques. 

80. La méthode de Cauchy s'étend au cas d'un nombre quelconque 
de variables. Il est commode, pour simplifier l'exposition, d'étendre 
immédiatement à ces équations la notion de caractéristique. Nous 
adopterons la méthode suivie par M. Darboux (*). Considérons 

(M Mémoire ttur les aoluHom singulières des équations aux dérivées partielles du premier 
ordre, p. 133 et suivantes [Journal des savants étrangers, t. XXVII, 1880). 

G. Leçons. 8 
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l'équation 

(11) 1'' (î. iCi)'",, ..., X„, p„ P„ ...,p,)^ 0, 

que nous écrirons souvent plus brièvement 

F (î, x„ p,) = 0, 
et soit 

s = <!> (x^, a;,, ..., a;,) 

une intégrale quelconque de cette équation. Nous appellerons élément 
de l'intégrale l'ensemble d'un système de valeurs x\, x\, ..., xS et 
des valeurs correspondantes z", p°, pi, ..., pS, en posant, comme 
plus haut, 

' dx, ' dpi dz 

Supposons qu'on fasse varier les éléments à partir de certaines 

valeurs initiales z*, xf, pj, de façonà satisfaire toujours aux équations 

différentielles (<) 

dx^ dx^ dx^ 

— _— -p- — dt, 

t désignant une variable' auxiliaire dont la valeur initiale sera nulle. 
Il est clair que ces équations déterminent complètement ce qu'on 
peut appeler un système de courbes situées sur la surface intégrale, 
si l'on suppose connue z en fonction de a;,, x„ ..., x^. C'est à cette 
suite simplement infinie d'éléments que nous donnerons le nom de 
caractéristique. Nous allons montrer que, sans connaître l'expres- 
sion de z, on peut joindre aux équations précédentes d'autres équa- 
tions différentielles qui permettent de définir complètement la 
variation des variables z, Xf, p^, le long d'une caractéristique. 

Partons d'un élément de l'intégrale z, X;, p^ et attribuons aux 
variables des accroissements définis par les formules précédentes et 

celui de Cauctif. Car tl revfenl k prendre pour 

s variables K,, ...,n,_[,clioisics de telle tacon que 

: p-: les calculs faits dans le Icxle prouvent que l'pn aura ensuite ^ 

Xj + jjZ ' ■ ' ' 
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l'équation de la surtace intégrale. On aura enlre ces accroisse 

les relations 

dz = y, d«, + ... + p. dx„ 
dpf =: Pu dx, + ... + Pi, dx„ 

en posant 

dxi dxt' 
d'ailleurs de l'équation (11) on déduit, en difTérentiant par r; 

X, + PiZ + P,pi, + ... 4- P,pi, = 0. 

Remplaçons P,, ..., P, par leurs valeurs -~) —j -j^> il vieni 

(X, + P(Z) dt 4- Pu dx^ + ... + Pi, d», = 0, 

c'est-à-dire 

(X< + p,Z) dt + dpi = 0. 

Ceci nous prouve que les éléments d'une intégrale satisfont, t 
long d'une caractéristique, au système d'équations difTérentielle: 



(12) . 



I),P, + ... + P.P. 
_ -dp, _ _ 



Ces équations ne dépendent pas de la fonction ^ et, par sui 
peut déterminer les éléments successifs le long d'une caractéri 
sans connaître l'intégrale. La caractéristique issue d'un él 
déterminé xf, pi, z* est donc bien déterminée. On en concli 
st deiix intégrales ont un élément commun, elfes ont en cor 
tous ceux qui sont situés sur la caractéristique issue c 
élément. 

Si les dénominateurs des équations (12) restent finis et n^ 
pas tous nuls pour les valeurs initiales, ce que nous supposero 
tirera de ces équations 

/ Xt=ft (t, Z», X?, pi), 
(13) j p» = ft(t, z\ xf, pS), {k, t = 1, 2, .... n), 

( z = f{t, z*, xf, pî), 
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lut des fonctions continues de ( et des valeurs 

e certaines limites. 

grale est un lieu de caractérisliques, il est 

!e sera représentée par les formules (131, où 
pt des fonctions de îi — 1 variailes indépen- 
fafon que ces fonctions z, »„ pt vérifient les 

^„ Pt) = 0, 

p^ dx^ — ... — p, dx^ = 0. 

tème (12), il sufQra que l'on ait 
F {z", X?, pi) = 0, 
ijuation soit vérifiée. D'autre part, on a aussi 



dx. 



dt 



a^ soient des fonctions de y variables u,, «,, 
r la lettre S les différentielles correspondant 
,, ..., ou-, de ces variables. Posons 

î — j>, îx^ — ... — p, Ix^, 

z — p, d Zx^ — ... — p, d Sx, 
— dp^ lx^ — ... — dp, Ix,, 

: différentielles quand t seul varie. D'ailleurs, 

— p, S dx^ — ... — p, 8 dx, 

— Sp, dic, — ... — Sp, dx,y 

'vertir les opérations d et S, 

~2 1^^' ^^^ — ^p* ^^*)' 
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Puisque z, x^ p^ vérifient l'équation (11), on aura 



2 (Pi Spi + X,ixt) = ~Z iz, 



-Ç'iit 
U = U,e -''' . 

Four que U soit nul, il faut et il suffit que L'g soit nul, c'est-à-di 
que l'on ait 

H" — pî hx\ — ... — pi Ixi = 0. 

En résumé, pour avoir une intég;rale, il faut et il suftit que I 
valeurs initiales soient des fonctions de (ti — 1) variables indépe 
dantes u,, u,, ..., u._i satisfaisant aux relations 

iF(z^,x?,pl) = 0, 

i hz^—pl^x'— ...—pi^xi=0. 

En particulier, si on veut avoir l'intégrale de Cauchy qui, po' 
x^ = xl, se réduit à une fonction donnée $ (x„ x„ ..., a;,), < 
pourra prendre comme variables indépendantes xl, ocj, ..., xî ( 
alors, la deuxième des relations (14) donnera les conditions 

. * , » . n ^* . d* 

^ axl dxi 

La valeur de p° sera donnée par la première des formules (14), 
cette valeur sera développable si PJ est différent de 0. Les équ 
tions (13) donneront alors pour z, x^, ..., x, des fonctions dévelo 
pables de t, xj, ..., xi. Le déterminant fonctionnel 

D(3:,,a;„ ..., g.) 

D(t, xî, ..., xi) 

se réduit au début à Pf, qui n'est pas nul par hypothèse. On pour 
donc tirer f, xl, ..., xi en fonction de x,, ..., x, et en portant o 
valeurs dans l'expression de z, on voit que x sera une fonctic 
holomorphe de x„ x,, ..,, x,. \ 

Comme dans le cas de trois variables, la solution précédente e 
loin de répondre à toutes les questions que l'on peut se propos 
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égraleB. Pour être sûr de ne laisser échapper 
us faut résoudre de la manière la plus générale 
es n 4- 1 fonctions z*, x^, ..., xi dépendant 
leulement, il y aura au moins deux relations 
fonctions, et z" entrera nécessairement dans 
, d'après la seconde des équations (14). Cauchy 

ire quelconque k et supposons-les résolues par 

x] = ij)t(xjl, ...,xi), ..., xî^i=iutt{xt, ..,,xi). 

la seconde des équations (14) et en égalant à 
e dxt, ..., dxi, on obtient n — A + 1 relations 

dxi+, 

^' dxi+, '" ^" ~ ' 
lation F (z', xî, pj), permettront d'exprimer 
n de & — 2 d'entre elles. On voit que toutes les 
iriment en fonction n — 1 variables. 

I étant satisfaites, les fonctions z, Xi, pt de 
ées par les formules (13) vérifient les équations 
0, dz — p, da:, — ... — p, dx, = 0. 

ne intégrale de l'équation proposée. Toutefois, la 
lux remarques suivantes : 
er que les fonctions f, ç,, ft, qui contiennent les 
jntes, se réduisent à des fonctions d'un moindre 

II est facile de voir dans quels cas cette circons- 
Les relations établies entre les valeurs initiales 
lent une multiplicité k (ri — 1) dimensions 
. De chaque élément de cette multiplicité part 
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une caractéristique, et Tenseinble de ces caractéristiques forme préci- 
sément l'intégrale. Il est clair que cet ensemble forme, en général, 
une multiplicité an dimensions, sauf dans le cas particulier où la 
multiplicité des valeurs initiales serait elle-même composée de 
caractéristiques. 

2° Ce cas exceptionnel écarté, l'élimination de f, m^ ..., u»-i entre 
les relations (13) - 

conduira, en général, à une seule relation 

et la fonction ^ sera évidemment une intégrale. Il n'en serait plus de 
même si des équations (13) on pouvait déduire plusieurs relations 
entre les variables z, x^. Cependant, par une extension du mot 
intégrale, due à M. Sophus Lie, nous ne j^ejetterons pas ces solutions. 
D'une manière générale, nous désignerons sous le nom d'intégrale 
tout système d'éléments vérifiant les relations 

F (^, ^o Pk) = 0, dz=z p^ dx^ -f. ... + p„ dx^y 

et dépendant de n variables indépendantes. 

Nous reviendrons plus loin sur cette définition nouvelle de l'inté- 
grale. 

51. On satisfait aux équations (14) en prenant pour x?, z^ des 
constantes, les valeurs initiales étant liées par la seule relation 

F{z\x^,pè) = 0. 

L'intégrale ainsi obtenue, qui est formée par l'ensemble des caracté- 
ristiques issues d'un point, dépend de n + 1 constantes arbitraires. 
Si on attribue à l'une d'elles une valeur déterminée, on aura une 
intégrale complète de l'équation (11). Ce sera d'ailleurs une véritable 
intégrale complète, car si les éléments de cette intégrale vérifiaient 
une autre équation que l'équation (11), 

Fi (z, Xi, p^) = 0, 

on devrait avoir, puisque pour t = 0, z, as^, p^ se réduisent respecti- 
vement àZ*, XiyPky 

F,{z\xf,pê) = 0, 
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C2 qui ne peut pas être, puisque les valeurs initiales p\j ..., pj sont 
liées par la seule relation 

F (z\ xî, pi) = 0. 

Remarque I. — Il pourra arriver, dans certains cas, que cette 
intégrale ne soit pas une intégrale proprement dite, mais une 
intégrale au sens plus large de M. Lie. Supposons que F (ac^ Pt) soit 
homogène par rapport aux variables pjt et ne renferme pas z; dans ce 
cas, des équations qui représentent l'ensemble des caractéristiques 
issues d'un point (z®, x^^ ..., xi) on pourra déduire au moins deux 
relations entre les variables z, x^y ..., x,. Des équations différentielles 
des caractéristiques on tire d'abord$ puisque 

p^Pj 4- ... + p^P^ = ixF (x,, pt) = 0, 

z = z^. D'un autre côté, ces équations ne changent pas quand on 
change p^ en Xj^i., X désignant une constante quelconque. On peut 
donc, sans restreindre la généralité, supposer la valeur initiale de p^ 

m 

égale à l'unité par exemple, p\ = 1. Alors Xp ..., a;„, dans les 
. formules (13), dépendront de t et des n — 1 variables pj, ..., pi qui 
sont liées par la relation F, = 0. Ces n fonctions ne renferment 
donc que n — 1 variables indépendantes, et l'élimination de ces 
variables conduira au moins à une relation entre x,, x„ ..., x^. Il 
en sera encore de même si la fonction F, tout en contenant z, était 
homogène par rapport à p^, ..., p„. En effet, si le lieu des caracté- 
ristiques issues d'un point (z*, xj, ..., xi) était représenté par une 
seule relation entre z, x^ ..., x«, cette relation serait nécessairement 
z = z®, et on aurait pour tous les éléments de cette intégrale pjj. = 0, 
équations qui ne résultent pas de la relation F (z, x^, pi^) = 0. 

• Remarque IL — On pourra toujours obtenir une infinité d'inté- 
grales complètes par la méthode de Cauchy; on cherchera pour cela 
une intégrale se réduisant, pour X| = xj, à une fonction donnée à 
l'avance 

/ \*^«» •••> *^«' ^l> •••> ^n)j 

contenant n paramètres variables a^, a,, ..., a^. 

52. La méthode de Cauchy nous a conduit à une notion nouvelle, 
celle des caractéristiques. Il est aisé de voir que cette notion peut. 
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d'une manière très naturelle, se déduire du procédé employé par 
Lagrange pour obtenir l'intégrale générale au moyen d'une intégrale 
complète. 

Prenons d'abord une équation à trois variables. Nous avons vu que 
si y (x, y y Zy a, b) == est une intégrale complète, on obtient une 
surface intégrale en éliminant a entre les équations 

( V (Xy y, Zy a, b) = 0, 

(15) \ d\ dV ,^ ^ . 

où on a posé b = 9 (a). Ces deux équations (15) représentent une 
courbe dépendant d'un paramètre a, dont le lieu est la surface inté- 
grale. Les équations de cette courbe sont de la forme 

l V (x, y, Zy a, h) = 0, 

(16) \ dY dY 

I 1 c = 0, 

» 

tty hy c étant des paramètres arbitraires. Les courbes (16) forment 
un complexey et nous voyons que les surfaces intégrales sont des 
surfaces engendrées par les courbes de ce complexe, associées suivant 
une certaine loi. Considérons une de ces courbes correspondant aux 
valeurs a^, b^, c^ des paramètres, toutes les surfaces intégrales 
obtenues au moyen de fonctions 7, telles que 

passeront par cette courbe et seront tangentes entre elles tout le long 
de cette courbe, car les valeurs de p et g, qui, pour un point quel- 
conque d'une surface intégrale, sont données par les équations 

d\ dY ^ dY dY ^ 

seront les mêmes pour toutes ces surfaces. 
Plus généralement, soit 

Z = $ {X^y X^y ..., Xf^y ttj, tt,, ..., «„) 

une intégrale complète d'une équation du premier ordre an variables, 

F {Zy Xiy pt) = 0. 



•r 
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piations 

*■ ^•='Â' (•=-■*■ 2, ..„„,, 

atibies, pourvu que s, x„ p^ vérifient la relation 
0, par rapport à a^, a„ ..., a,; on en tire 

Il (2. i^«. Pt), -, a. = 9- (ï> ^*. Pt)- 



s dans ces expressions les valeurs de a,, a,, ..., a, 
»ns pour 6,, &„ ..., b, des valeurs bien déterminées 



*, (I, a;» p.). -. 


K = ♦. (î, a!„ P,)- 


u 




F(j,x„p.)=0, 
= ». (2> St., P.), 
= *.(!, .»., P.), 


(i = l,2 >•), 

('1=2,3 n), 



e multiplicité à une dimension composée d'éléments, 
irde O; et b^ comme des constantes ayant des valeurs 
ir tout élément z'jXÎjpê, vérifiant la relation F„:=0, 
«s multiplicités, et une seule, donnée par les équations 

F=:0, Ç( = 9^ '!'» = '!'2- 
ictéristiques les multiplicités qui viennent d'être 
lémontrer que toute surface intégrale est un lieu de 
., il sufût évidemment de prouver que toute surface 
isse par un élément contient la multiplicité caracté- 
ie cet élément. Pour cela, reprenons le procédé de 
déduire de l'intégrale complète 2 = <Jf une nouvelle 
it 

— n, (»n-i, ■■., o,). 



..., a„, que nous supposerons résolues 
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par rapport à a^ ..., a^. La relation 

^a^ * da^ * da^ 

qui doit être satisfaite, peut s'écrire 

dtti — 6, da, — ... — &„ da^ = 0. 

Remplaçons a^, ...y ai par leurs valeurs tirées des formules (18) et 
égalons à zéro les coefficients des différentielles dai+\f ..., da^; il 
vient 

T- 0, j- ... — bij- 6,+, = 0, 

(19) ; d^, - "• d^, - - -"'â^,- "'+—"' 

L'intégrale cherchée s'obtient en éliminant a^, a„ ..., a^ entre 
l'équation z — * = et les équations (48) et (49) où 

^* j;r -*■ :rr = 0' (/i = 2, 3, ..., n). 

Les valeurs correspondantes de p„ j9,, ..., p^ seront fournies par les 
relations 

On peut dire encore que l'on obtiendra toutes les relations qui lient 
les éléments de cette intégrale en éliminant a^^ a^^ ...^a^ entre les 
équations (48) et (49) et les équations 

(49)«* * = <!., !>, = §?• 

Or cette élimination peut se faire comme il suit : des (n + 4) équa- 
tions (49)** on tire d'abord la relation F = 0, puis a^ = 9^ (2, x<, pjt), 
et par suite ^j^ =^4'a {^^ ^o Vk)* ^^ sorte que l'intégrale considérée 
sera représentée par les équations (48) et (49), où on suppose a< et 6^ 
remplacées par les fonctions 9^ et tj;^, jointes à la relation F = 0. Les 
équations (48) et (49) ne dépendent que des (2n — 4) fonctions 9^, 
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^^; par conséquent, si elles sont vérifiées par les coor- 
élément j», œf, pi, elles seront encore vérifiées par 
nts tels que les fonctions fi et >}'* conservent la même 
-dire par tous les éléments de la multiplicité 

"=''• ""="'' (Lï 2,1', ■;.■.',")• 

sauf les latérales singulières de Lagrange auxquelles 
nt ne s'applique plus, toutes les intégrales s'obtiennent 
iivant une certaine loi les multiplicités caractéristiques, 
rimée par les relations (18) et (19), 
er l'identité des deux définitions des caractéristiques, 
ablir les équations différentielles des multiplicités pre- 
sque 2 = 4> est une intégrale complète de l'équation 
ra, quels que soient Xi, a^, 

it par rapport à ajj, et par rapport à a;, il vient 



(i = 1,2,, 







juations de la multiplicité scius la forme équivalente à 






(i = l,2,...,n), 
(ft=2, 3, ...,n), 
des constantes arbitraires. Nous distinguerons deux 

ninant fonctionnel 



d(±Î I*) 

D(o„...,a,) - 
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Dans ce cas, on pourra mettre les équations de la multiplicité sous 
la forme équivalente 



(21) J ^--*' ^'^dx, da, 

(t = 1, 2, ..., 7l), 



City 



en introduisant une variable auxiliaire t, c^^ c,, ..., c« désignant de 
nouvelles constantes. Les dernières équations donneront a:^ x,, ..., x^ 
en fonction de t, et les premières donneront ensuite z^ p^y .'.| l'i»- ^^ 
aura alors 

dpi -içT d*<^ dxt 



dt 



^^dXi dxi^ dt 



f^^ da^ âxjc dt 



â*^ dxjc 1 d<^ 



Remplaçons dans cette dernière expression ^ par sa valeur tirée 
des équations (20), il vient 



kmmn 



è<^«< 



d'4> rdx, 



• 



c^XfcL dt 



--^— 1 = 0, 



(i = 1, 2, ..., n). 



Le déterminant des coefficients des expressions — r^ h — ^ est le 

dt tZ 

déterminant I, qui est différent de 0, il faut donc que Ton ait 



c'est-à-dire 



On aura ensuite 



dt ^fZ ' 



dxt 



dt 
tZ 



tf>» 






j;^ (?Xi dX|. t7i 
et, en tenant compte des relations (20), 



dp, 

dt 



d'où 



tz 



ÏZ 
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-=p, — + ...+p.—; 

a les équations (12). 

: 0. Nous savions que, dans ce cas, tous les déter- 

i premier ordre ne peuvent être nuls. Supposons, 



d(|* Jt-) 

D (a„ ..., a,_,) ^ ■ 
exprime qu'il y a une relation entre les quantités 
n peut aussi l'écrire 

D (a:,, ..., œ.) 

*\<*o, daj 

y remplace les quantités ^ — > (h ^2, 3, ..., n), 

. (** . à^ 

b. -x— > on en conclut que -r — et, par suite, toutes 
(ïa, ^ ^a^ " 

sont constantes le long d'une multiplicité. Les 

ctéristique peuvent donc s'écrire 

= *, p, = — - » j— = Ci, 

es constantes liées par la relation iji (c,, c„ ..., <:,) 
nations 

- — c„ ..., ^^^ _c,_, 

ner fp,, ..., x,~i eo fonction de x^, et on aura 
„ au moyen des premières relations^ 



(22) 
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3 équations précédentes on tire 

î . *-i * * 1-1 = 1.9 «V 



è àat 



, dXt — 0, 



Nous savons, d'ailleurs, que, dans ce cas, F ne dépend pas de 
c'est-à-dire que l'on a Z = 0. Les relations (20) prennent donc 
forme plus simple 

' iri * àx, dxi ' 
... ^' (' = 1.2 «). 

* dXi da^ ' 

Les dernières équations (22) sont des équations homogènes 
linéaires en dx^ dont le déterminant I est nul, mais dont un min 
du premier ordre est différent de 0; par suite, ces équations adn 
tent un système de solutions où les inconnues ne sont détermin 
qu'à un facteur de proportionnalité près. Les dernières équations (i 
montrent que les quantités Pj. forment aussi un système de solutio 
on doit donc avoir 

dx, dx, dx, , 

en désignant par dt ia valeur commune de ces rapports. On a a 
immédiatement 

**P* = 51 ,'^'? P* d( — — X^ dt, 
^ ^^^Xi^x^ ' 

en tenant compte des premières relations (20'). Quant à dz, o 
toujours la relation 

dz:=p, dx^ + ... + p, dx,. 

11 suit de là que les multiplicités définies en dernier lieu si 
font aux mêmes équations différentielles que les caractéristiqi 
D'ailleurs, on peut disposer des 2n — 1 constantes a^, &„ de fa 
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:ip]icitës passe par un élément quelconque z*, 
l'on ait F (3°, xf, pî) = 0. Ce sont donc bien 

tenant, une intégrale complète définie par 

a:,, ..., x„ a^, a„ ..., a,) ^0, 

= ^ {x^, ..., x„ o„ ..., o,) 

le en résolvant cette équation. Les caractéris- 

uations, nous l'avou vu, 

àxt aa^ a a,, 

\ as oxf. dXi 



,x^, ..., a=., a„ 


..., a.) 


= 




iplète, les équations 






--S=». 


1^' 




= 0, 


! "), . 


(ft = 


= 2, 3, .. 


,»), 











(g 50) que si on connaît les caractéristiques, 
'intégrale générale de l'équation (H) ; ce qui 
I que, réciproquement, si on connaît une 
a immédiatement les caractéristiques. L'înté* 
1 aux dérivées partielles du premier ordre ou 
aractéristiques de cette équation sont donc deux 
t équivalents, 
tégrale complète d'une équation du premier 
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ordre, on peut se proposer de déterminer une intégrale satisfaisant à 
des conditions initiales données. En passant par Tintermédiaire des 
caractéristiques, le problème ne pr^ésente aucune difficulté. Propo- 
sons-nous, par exemple, connaissant une intégrale complète 

z = Q (aî|, ..., x„, a^, ..., a„), 

de trouver une intégrale se réduisant, pour x^ = xj, à une fonction 
donnée /* (x^, ..., x^). La caractéristique passant par un élément 
(z^y xfj pi) sera représentée par les équations 

,_* „ -^^ d* <^* /t = 4, 2, .... n\ 

*-*' P*-d^: ^»J^-*-^, = °' U = 2,3,...,«j' 

les constantes a^, 6^ étant déterminées par les relations 

Pour avoir l'intégrale demandée, il faudra trouver le lieu des 
caractéristiques, lorsque l'élément initial satisfait aux relations 

L'élimination de jp\y ..., pi^ b„ ..., h^ entre les équations précédentes 
conduit aux relations 



z=*, ro=^o, -TT^y^ 



dUi dUi dxk dxk 



> 



(i =1,2, ...,n\ 
/c=2,3,...,n/ 



entre lesquelles il suffira d'éliminer a^, ..., a., acj, ..., œj et X. On 
en déduit la règle pratique suivante (}) : 

Connaissant une intégrale complète dCuiie équation du premier 

ordre 

z ^= Q> (X|, ..., ac„, «£, ..., «rt), 

I 
pour obtenir une intégrale de la même équation se réduisant, 

pour x^=z xly à une fonction dominée /"(a:,, .../x,) des autres 

(1) Mayer, Mathematische Annalen^ l. 111, p. 452. 

G. Leçonê. 9 
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éliminera a,, ..., a,, xl, ..., xt, X entreles (2m + I) 



U=2,3,...,,iy 



*' dO| ' da; dxl àxt 

— Il n'est pas nécessaire, pour intégrer l'équation (H ), 
^rale générale du système (12); il sufGt de connaître 

de ce système dont les valeurs initiales vériTient la 
', Xi, pi) ^ 0. Si -on a intégré complètement le sya- 

aura intégré par là même l'équation F ^ o,, où a^ 
instante quelconque. Réciproquement, soit 



Î=:*(X 


. a;,, ..., x^, c 


p"!. 


-, »., o.) 




complète 


de l'équation 
F (î, x„ p,) 


= <•,. 






tiques seront représentées par ] 


s relations 




» = 0, 




ti: 







i = l,2, 


..., n), 


v> = 


2, 3, ..., n 


)• 



i donnent un système d'intégrales du système (12) 
2n paramètres arbitraires, et on voit aisément qu'on 
de ces 2ii constantes de façon que z, x„ p^ prennent 
lelconques données à l'avance; elles représentent donc 
nérale du système (12). D'ailleurs, l'intégration du 
quivaut à celle de l'équation linéaire du premier ordre 

itîon de l'équation F = a, et celle de l'équation 
int deux problèmes équivalents. 
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CHAPITRE VI 



Définition des expressions (^, 9) et [^^ 9]. Première 

méthode de Jacobi. 



54. Nous avons vu (§ 53) qu'étant donnée Féquation • 



(1) 



r (iC|, ce,, ..., x^y J9|, p,, ..., p^) — a^, 



qui ne contient pas z, l'intégration de cette équation se ramène à 
celle du système d'équations différentielles 



dXi 

■pT 






■r 
<» 



Pl?^4 -h ... -4- PnP. 



Il suffira d'intégrer le système 



P< 



X, 



(i = l,2, ..., n), 



qui ne contient pas z et on aura ensuite z par une quadrature. 
L'intégration de ce dernier système est équivalente à l'intégration de 
l'équation du premier ordre 



S{-.i-'''l^.)=«- 



D'une manière générale, nous poserons 



^^' ^^ « ( àp, dx, àx, dp, ^ ,é{ D (Po ^'O . 
Les expressions (tj/, 9), que nous rencontrerons souvent dans cette 



# 



Si 









•3 
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théorie, sont connues sous )e nom àe parenthèses de Poisson. Avec 
cette notation, l'équation précédente peut s'écrire 

(2) (F,*) = 0, 

et, à une quadrature près, l'intégration des équations (i) et (2) sont 
deux problèmes équivalents. 

Nous ferons connaître immédiatement quelques-unes des propriétés 
des expressions (i^, 7). On a 

(?. *) = — (.h ?). 

c désignant une constante. Soit 

^ = l\ (a, p, r, ..-, 1], X), ç = F. (a, g, Y, ..., ^, X), 

où a, ^, Y, ..., X désignent des Tonctions quelconques des variables 
x^, x„ ..., x,,Pi,p„ ..., p,; on aura 

le nombre des termes du second membre étant égal au nombre des 
combinaisons des lettres a, ^, y, ..., X deux à deux. La propriété la 
plus importante de ces parenthèses est la suivante '. f, ç,i/ étant trois 
fonctions quelconques, on a identiquement (') 

(tf, «), ♦) + fe, «, f) + (», 0, ») = 0. 

En effet, chaque terme du premier membre est le produit d'une 
dérivée du second ordre par deux dérivées du premier ordre ; il suffit 
donc de prouver que ce premier membre ne contient aucune dérivée 
du second ordre. Nous allons montrer, par exemple, qu'il ne contient 
pas de dérivées du second ordre de f. Les termes contenant des 
dérivées du second ordre de /" proviennent tous de 



{(/, ?). -ù + ({*, n, 9), 
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qui peut encore s'écrire 

(*, (?, f)) - (9, {^^ f))' 
Posons alors 

(?, f) = x{f) (<<, r) = Y (n, 

puisque ces deux expressions sont linéaires par rapport aux dérivées 
de f; l'expression précédente s'écrit 

Y (X (O) - X (y (f)), 

expression qui, comme nous le savons (§ 24), ne contient pas de 
dérivées secondes âef. 

On déduit de cette identité l'importante proposition suivante, 
connue sous le nom de théorème de Poisson : 

Si a et ^ sont deux intégrales de V équation 

(2) (F, 4>) = 0, 

(a, P) est une intégrale de la même équation. 
L'identité 

((F, a), p) + ((a, p), F) + ((3, F), a) = 
devient, puisque (F, a) =: 0, (F, P) = 0, 

((a, P), f) = 0, 

ce qui démontre la proposition. 

Il semblerait, d'après cela, qu'il suffirait de connaître deux inté- 
grales de l'équation (2), outre la fonction F, pour pouvoir achever 
l'intégration, puisque de deux intégrales on en déduit une troisième; 
en combinant cette nouvelle intégrale avec une des deux premières, 
on en aurait une quatrième, et ainsi de suite. Mais il peut arriver 
que (a, ^) se réduise à une constante ou à une fonction des intégrales 
déjà obtenues. De sorte que, dans la pratique, le théorème, sans être 
en défaut, n'a pas toute l'importance qu'il parait avoir d'après son 
énoncé. On reviendra dans un autre chapitre sur l'application de ce 
théorèmOi 



;J-' 



.f 



.1 
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Considérons, comme cas particulier, deux fonctions ç et tj; linéaires 
par rapport aux variables pj^.. 



à = a^p^ ■+■ a^p^ 4- ... H- a„p^, 

9 = ^iPi -^ ^iPï + ••• + KPnJ 



et posons 



àf 

L'expression (d/, <p) se réduit, quand on y remplace Pi par - — i à 

X (y (f)) - Y (x (/o). 

Si on a ((}/, ©) = 0, le système des deux équations X (/) = 0, Y (/") 
== est jacobien. Soit f une intégrale de l'équation X (/") = 0, 
/^ désignant une fonction des seules variables x^, a;,, ..., x„. On aura 

{^, f) = 0, 
par suite /" et f sont deux intégrales de l'équation 

(4-, *) = 0, 

et (^, f) est aussi une intégrale de cette équation. D'ailleurs 

(?, n = Y (f); 
nous retrouvons une propriété connue des systèmes jacobiens (§ 30). 

55. Considérons maintenant une équation contenant z 
(3) ¥ (z, Xi, Pj,) = a,. 

Nous avons vu que l'intégration de cette équation se ramène à 
l'intégration de l'équation linéaire 



»•=!» / 



SSM^, 






Posons, pour abréger l'écriture, 

d 



dXi dXi dz^ 
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l'équation précédente pourra s'écrire 



i^n 



ou, avec une notation analogue à celle des parenthèses précédentes, 

(4) [F, <^] = 0, 

en posant d'une manière générale 

ru vi = yi^^^^^ 

Les expressions [,] jouissent de propriétés analogues à celles des 
parenthèses (,); mais la propriété fondamentale ne s'étend pas aux 
crochets. Si U, V, W sont trois fonctions quelconques de z, x,, p^., 
la somme 

[[U, V], w] + [[V, W], u] + [[W, U], V] 

n'est pas nulle. On démontre d'abord, comme pour les parenthèses, 
que cette somme ne contient aucune dérivée du second ordre. Or, 
on a 



Les seuls termes qui JE contiendront pas de dérivées du second 
ordre dans [[U, V], W] proviendront de 



«■■n 



VI iâYdV dVàY 



,«1 ( àz âpi âz dpi 
et seront 

*^ {âY dU dUâY )dW 

éi i ^^ ^Pi ^^ ^Pi ^ ^^i 

Si on fait là somme des trois expressions analogues, on trouve qu'elle 
est égale à (i) 

^U âY dYV 

* 

c'est donc une fonction linéaire des crochets [W, V], [U, W], [V, U]. 

(4) Mayer, Mathematische Annalen^ t. IX. p. 370. 
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56. Première méthode de Jacobi. — En comparant les tra- 
vaux d'Hamilton sur la mécanique à la méthode de PfafF, Jacobi a 
été conduit à une méthode d'intégration identique au fond à celle 
de Cauchy, qui était inconnue de Jacobi à cette époque (*). Nous 
exposerons cette méthode avec la modification de Mayer (2). Suppo-' 
sons avec Jacobi qu'on ait fait disparaître la fonction inconnue, soit 

dY / âY dY\ 

(5) _+H^e,cc„...,x„— ,...,-) = 

une équation aux dérivées partielles du premier ordre entre la fonc- 
tion inconnue V et les (n + 1) variables indépendantes t, x^, ..., x^, 

dY 

résolue par rapport à la dérivée — • 

dY 

Posons T — = Pi, nous pourrons alors écrire Téquation (5) sous 

la forme abrégée 

dY 

(5') "^ + ^ (*' ^•' P'^ = ^• 

L'intégration de l'équation (5) se ramène à celle du système d'équa- 
tions diiférentielles ordinaires 

dXi dE dpi dE m 

En effet, soit 

V (r, Xj, ..., Xj^y ttj, a,, ...y a„) + cin-^i 

une intégrale complète de l'équation (5), telle que l'on ait 

D (a„ ..., a.) ^ ' 

(1) Jacobi, Uber die Réduction der Intégration der partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung zwischen irgend einer Zahl varièbeln auf die Intégration eines einzigen Systèmes 
gewôhnlicher Diffeientialgleichungen {Crelle, t. XVII, p. 97-162; Gesammelte Werke, t. IV, 
p. 59-127). Une traduction française de ce mémoire a été publiée dans le tome III du 
Journal de Liouville, l^e série. 

Voir aussi Vorlesungen ûber Dynamik, p. 3G4. 

(') Mayer, Uber die Jacobi- H amilton'âche Integrationsmethode der partiellen Di/ferentialgle 
chungen erster Ordnung {Mathematische Annalen^ t. III, p. 435). 
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l'intégrale générale du système (6) sera donnée par les formules 

OÙ hi désignent des constantes arbitraires. En effet, les 2n fonctions 
Xj, ..., 05», p^y ..., p^ de t, définies par les relations (7), vérifient 
les équations (6); c'est un cas particulier de la proposition plus 
générale démontrée au chapitre précédent (§ 52). D'un autre côté, 
OD peut disposer des 2n constantes a^, h^ de façon que, pour t = ^^^ 
05^, Pi, prennent des valeurs données à l'avance ccf , pi. Réciproque^ 
ment, je dis que si on a intégré le système (6), on aura une intégrale 
complète de l'équation (5) par une seule quadrature. En effet, soit 

(8) \'''^V J!' ""*' ""'' ••" "*"' l'' î" "•' ^^ (^ = 1. 2, ..., n), 

\ Pi=^i (*> «!> «15 •••» ««> «^15 0^-, --j &»)> 

l'intégrale générale du système (6), où a^ a,, ..., a^ désignent les 
valeurs initiales de pj, p,, ...,Pn et fe^, 6,, ,.., h^ celles de x^, rr„ 
..., a?,, quand on fait t = t^. Des n premières équations (8) on pourra 

tirer b., b,, ..., b-, car le déterminant ^ ^/^ * "^ , */ se réduit à l'unité 

pour t = t^, et en portant ces valeurs dans les n dernières on 
aura les quantités p^ exprimées en fonction de t, Xi et a^. Donc, 
toute fonction des variables t, a:^, p^, a^, b<, pourra s'exprimer soit 
en fonction des variables ^, a<, b^, soit au mo^^en des variables 
t, oCf, tti (*). Imaginons qu'on prenne d'abord pour variables indé- 
pendantes t, ai et bj. Posons 

et considérons la fonction 






(1) Jacobi prenait pour variables indépendantes /, â^i, ..., Xn» &o ^s» •••* ^n- C'est M. Mayer 
qui a fait remarquer, dans le travail cité plus haut, que ces 2n + i quantités n'étaient pas 
nécessairement indépendantes. On pourra consulter sur ce sujet plusieurs articles de 
M. Darboux (Comptes rendus^ t. LXXIX, p. 1488; t. LXXX, p. 160; Bulletin des Sciences 
mathématiques et astronomiques, !>'« série, t. VIH, p. 249), où, suivant les indications de 
M. Bertrand, il montre que la modification de Mayer n'est pas indispensable. 



1 
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Si on exprime cette fonction V au moyen des variables f, aj^, a^, 
on aura une intégrale complète de l'équation (5). Nous dési- 
gnerons par la lettre d une différentielle relative à un accroissement 
d^ de la seule variable t, par 3 une différentielle relative à des accrois- 
sements Sa^, ibi des seules variables a^, b^ et par A la différentielle 
totale, de telle sorte que Ton a 

A = d+a, AV = dV4-SV, \Xi = dXi -h ^Xi. 

Calculons AV : 

dV = Ude, 



D'ailleurs 



5V = y {at ibt + bt iat) + TsU dt 



jr, àx, {6- dp, 

Remplaçons -r — et -r — par leurs valeurs tirées des équations (6); il 
a x^ opi: 

vient 

dxt . v» ^Pi 



et en remarquant que 



dt ^ dt 



' t = r, '-.. «" = s (?> »»■)• 



On a donc 



X 



su St =2 p. Sa;* -2 a* 56*, 
et, par suite, 

AV = J2 1»* 5^- H ! dt + '^p, Sx» +2 btSa* 



(fe/*^p* 



k-1 k«il 



ou, en réduisant et remplaçant -r — dt par dx^.. 



k«ii 



AV =2 (P* Ax* + b* Aa*) - H Af, 



k^ml 




I 




\. 
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car 

8% = Atti;, dt = At, Accjfe = dXjb H- 8a?^. 

Cette relation entre les différentielles totales subsiste quelles que 
soient les variables indépendantes; on doit donc avoir, en supposant 
V exprimée au moyen de z^ x^ a^ 

JF, = ^*' ^, = ^*' Tt-^^^^' 

Cette fonction V vérifie donc l'équation (5); d'ailleurs, pour t = t^y 
elle doit se réduire à a^x^ ■+- ... 4- a^x„, et le déterminant I se 
réduit à l'unité. Par conséquent, V -f- a^^i est une intégrale com- 
plète. 

L'intégration de l'équation (5) se ramène donc à celle du système 
canonique 

dt à Pi dt à Xi 

Toute intégrale <^ de ce système doit vérifier l'équation linéaire 

(9) ^ + (H,*) = 0. 

On aura des intégrales indépendantes de t de cette équation, dans le 
cas où H ne dépend pas de t, en cherchant les intégrales de l'équation 

(H,'<^) = 0. 

C'est ce qui se présente dans les problèmes de mécanique lorsque la 
fonction des forces ne dépend pas du temps. 

Prenons le cas général; si cl et ^ sont deux intégrale^ de V équa- 
tion (9), (a, P) est encore une intégrale, La proposition a déjà été 
établie lorsque a et ^ ne contiennent pas t. Si a et ^ contiennent t, 
introduisons une nouvelle variable auxiliaire T correspondant à t 
comme Pi correspond à x<. Posons 

âT'ât'"âiâT' 

et 

H, = H + T. 

Considérons l'équation 

((H.,*)) = 0; 



((F, *)) = (F, *) 






à 
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équation (9) si 4> ne dépend pas de T. Donc, si a et ^ 
aies de l'équation (9), on aura 

((H„.))=0, ((H„S)) = o, 

((H.,((.,B)))=0; 

((., S)) =(.,», 

ion qu'il fallait démontrer 

i„(.,S))) = (H,(.,B)4-ifcii' = o. 

ne les équations (6) soient les équations difTérentielles 
de mécanique, où t représente le temps; si a:=Con3t., 
it deux intégrales premières de ce système, l'expres- 
i aussi une intégrale et, par conséquent, conservera 
istante pendant toute la durée du mouvement. C'est 
e que Poisson (}) a obtenu son théorème. 

— Nous venons de montrer que de toute intégrale 
équation (5) on déduit l'intégrale générale du sys- 
ïciproquement lorsqu'on connaît l'intégrale générale 
on a, par une seule quadrature, une intégrale complète 
5). Mais l'int^rale complète que l'on obtient ainsi 
intégrale ' quelconque, c'est l'int^ale complète qui, 
e réduit à a, ï, + o, ic, + ... a, œ,. II est aisé de 
ïqu'on connaît déjà une int^rale complète quelconque 
■> 37., c,, c,, ..., c,) de l'équation (5), la quadrature 
Tectue immédiatement. En effet, l'intégrale générale 
sera donnée par les équations 

= ''" 1*, = ''» (* = 1.2, ...,»). 

vit polgleclmiquf, 15' obier. 
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Soient O; et bj les valeurs initiales de pt et Xj ; posons 

il<, = 41 (t„ il,, b,,..., fe„.c„c„...,c.), 
on devra avoir 

^_ ^ — rf 

di>, """ (Je, " " 

et alors l'intégrale cherchée sera donnée par la formule 
ou 

en prenant pour variables indépendantes t, Ct, df. On aura donc 

V =y a,\ -t- 4. - ■!,.. 

On en conclut (<) qu'étant donnée une intégrale complète quel 
conque t|' de l'équation (5), l'intégrale qui, pour t = t,, se rédui 
k a^x^ + ... + a, x,, a pour expression 

les constantes b„ c, se déduisant des équations 

(1) Ha;er, Mathematitckt A»naln, l. VI, p. 167. 
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CHAPITRE VII 

Méthode de Jacobi et Hayer. 

élhodes précédentes, sauf celle de Lagrange et Charplt, 
itégration d'une équation aux dérivées partielles du 
e à l'intégration complète d'un système d'équations 

ordinaires. On doit à Jacobi une autre méthode dans 
1 à chercher successivement une seule intégrale de 
èmes complets. Jacobi était en possession des principes 

cette nouvelle méthode dès- -1836 {*). Il l'a ensefgnée 
temps à l'Université de Kœnigsberg, mais ce n'est 
nort qu'elle a été publiée par les soins de Clebsch, 
fans cet intervalle, la plupart des théorèmes de Jacobi 
trouvés par différents géomètres, Liouville(3), Bour (*), 
te... En particulier, Bour a montré que la méthode de 
ait sans difficulté aux systèmes d'équations simultanées. 
)n a conservé à cette méthode le nom de méthode de 

les travaux plus récents de M. Mayer sur les systèmes 
inéaires ont permis de diminuer beaucoup le nombre 

exigé par l'emploi de cette méthode. 



■e du Î9 uoTembre 1836, aircssée i M. le professeur Eote, sccrélaire de la 

I iiutb«inB(iques de TAculémie de Berlin. Journal de Crtllc, t. XVII, p. 6»- 

«■te, l. IV, p. » ; Joanal de Lmptilr, t. III, 1" série, p. «. 

Htlhodui agiuUioHii iiftrtniiala pMialei pHmi ordisii initr ukmtnm 

lUiue pmimilat ialegnindi (Jauni»! de Crtlle, t. LX, p. 1.181). 

lun^en aiir ùummik; passlm. 

itje de France de 1853. 

Uitrtlimi des iqaalint dilfiralieUei parlitUes du premier el da second 
'École Ttltteci»ique, 39' cahier). 
otopiiical TTtRiactiiMt, lS5.i. 
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58. Nous commencerons par généraliser la définition de l'intégrale 
complète de Lagrange. Considérons une équation 

(!) V («, a;,, a;,, ..., a;,, a,, a„ ..., (i,_,+,) = 0, (p : 

définissant une fonction ï des variables œ,, a;,, ■..,cc„etde()i — f 
paramètres arbitraires a^, a„ ..., ««-p+i- Si nous considérons, 
cette équation, les paramètres comme des constantes, l'éliminati 
ces paramètres entre l'équation (1) et les équations 

■ El 

' dx, 

seulement entre z, x,, x,, ..., x„ p,,Pt, ■■■, p, 

( F,(z, a;., ...,x.,p., ...,p.) = 0, 

(^) 

( Fp(î,a;„...,a;.,p„...,p,> = 0, 

et nous désignerons encore, comme précédemment, la fond 
définie par la relation (1) sous le nom d'intégrale compté 
système d'équations aux dérivées partielles simultanées (3). 
allons voir que, dans ce cas encore, la connaissance d'une inl 
complète du système (3) permet de trouver toutes les autres intég 
£n effet, les équations (3) provenant de l'élimination de a„ a 
o,_p+i entre les équations (1) et (2), la recherche d'une inl 
commune revient à la recherche d'un système de fonctions z, c 
..., a,_p+i de a;,, a:,, ..., x^ vérifiant les équations (i) et (2 
peut évidemment remplacer le système (1) et (2) par le systèn 
deux équations (1) et (4), 

/M d'V _, dV ^ dV ^ 

[i) - — da, + ^— da. 4- ... 4- ^ d(ï,_„+i = 0, 

cette dernière équation étant obtenue en difTérentiànl l'équati' 
et en tenant compte des équations (2). On peut satisfain 
équations (1) et (4) de diverses manières : 
1° En prenant 

on retrouve l'intégrale complète. 
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2° En prenant pour Zj a^, ..., a^^p^.! des fonctions satisfaisant 
aux équations 

v = o, 

L'élimination de a^ ..., a^-p+i entre ces équations fournit une 

intégrale qui ne contient rien d'arbitraire et que nous appellerons 

intégrale singulière. 

âY 
3® Si Tune des quantités -— est différente de 0, il existera au 

moins une relation entre a^y a^, ..., a^-p + i- Supposons qu'il y ait 
k relations distinctes entre a^ ..., a^^p + i et A; seulement 

on devra pouvoir trouver k facteurs X^, X„ ..., X^., tels que l'on ait 
identiquement 

-r— aa| + ... 4- aa^^p+i = À^ af^ -f- ... 4- Ajb a/*, 



c'est-à-dire 



— Aj "^^ "1" ... T" Ajt 



« 

En éliminant a^, ..., a„_p + i, \y ..., X^. entre ces relations, l'équa- 
tion (1) et les relations /^^ = 0, ..., /jj. = 0, on aura une intégrale du 
système (3) dépendant de fc fonctions arbitraires que nous nommerons 
Yintégrale générale. 

59. Réciproquement, étant donné un système d'équations aux 
dérivées partielles simultanées, tel que (3), il n'existe pas nécessai- 
rement des intégrales communes à ces équations. Nous allons voir 
dans quelles conditions il en est ainsi, et comment on pourra les 
obtenir. Nous supposerons, avec Jacobi, que les équations ne 
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coatiennent pas la fonction inconaue; soil 

[ F, (x„ ..., a;., p„ ..., p.) = 0, 

(5) ■ 

( Fn(aj„ ..., a;,, p„ ...,p,) = 

un système d'équations aux dérivées partielles du premier ordi 
distinctes et alg^ébriquement compatibles. Le problème de l'intégi 
lion peut être posé ainsi : Déterminer n — jjl fonctions $,, ..., '^,. 
de a;,, ...,x„,p„ ..., p„, telles que les valeurs de p„ ...,p, tirées ■ 
système d'dqua lions 

F, = 0, ..., F(i=:0, *, — 0, ..., *._p, = 

rendent l'expression 

p, dcc, + p, dœ, + ... + p. dx, 

différentielle exacte. Si •!>,, .,., 4),_[i contiennent cbacune u 
constante arbitraire, en eSectuant la quadrature 



s = lp, dx^ H 



- p, dx„ 



on introduira une nouvelle constante arbitraire et on aura i 
intégrale complète du système (5). 

Théorème. — Si les detix éqttations F ^ 0, H = ont t 
intégrale commune, cette intégrale vérifie l'équation 

(F, H) = 0, 

qui est aussi du premier ordre. 

En effet, supposons d'abord quep,, p„ ..., p, soient des foncti 
quelconques de x„ x^, ..., x, satisfaisant aux équations 

F=:0, H = 0; 

on aura, en différentiant la première par rapport à Xj, 

dx, ^, dpt à Xi 
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cette équation par -7— el ajoutons toutes les équations 
il vient 

_^ âxt âpi "^ ^, ^, dpt âpi âxt 

H et F et remarquons que, dans la somme double, on peut 
s indices iet k; nous aurons de même 

^{ dpi dx^'^ 2à Z dp^ dp, Ùt 

a retranchant membre à membre, il vient 

H' ^> + Z Z Jf, 5J, [j^, - 5ïJ - "• 



.., p, sont les dérivées partielles d 


une 


même fonct 


àp,- àp, 

dx, dx,~ ' 






)ient t et k et, par conséquent, 






(H, F) = 0. 







i donc que toute intégrale du système (5) sera aussi une 
toutes les équations telles que 

(F„ Fp) = 0, 

it former en combinant deux à deux ces équations (5). 

OQC adjoindre au système proposé celles de ces équations 
t avec elles un système d'équations distinctes etj en 
le la sorte, on arrivera nécessairement soit à un système 
distinctes en nombre supérieur à n qui, par suite, 
d'intégrales, soit à un système de m équations (m ^ n), 
» les équations 

iquement vérifiées, ou soient des conséquences algébrî- 
Icédentes. 



CHAP. Vil. — MÉTHODE DE JACOBI ET MAYER. 

On peut toujours s'arranger de façon à constater l'impossibil 
problème, ou à être ramené à un système tel que toutes les j 
thèses (Fa, Fp) soient identiquement nulles. En effet, supposons 
ait un système de \). équations; résolvons ces équations par ti 
à [n des quantités p^, p^, ..., p^, ce qui doit toujours être poi 
car sans cela ré[iniinatioi\ de p^, •■•,Pn conduirait à une k 
entre les variables indépendantes x^, a;,, ..., x, et le système p 
serait évidemment incompatible. Soit 

' Pi — fi (Pl*+:. — > Pm a:,, ..., x,) = 0, 

, Pii— /V(Pn+i, —,P,„Xi, ..., aîO = 

le système ainsi obtenu; formons les parenthèses 

les premiers membres de ces équations ne contiennent aucui 
quantités p„ y»,, ..., p^; elles ne peuvent donc pas être des 
quenc€s des précédentes et fournissent de nouvelles équations 
parenthèses ne sont pas identiquement nulles. En résolva 
nouvelles équations par rapport à certaines des quantités 
..., p, et en continuant de la sorte, nous arriverons finale 
si le système proposé n'est pas incompatible, à un système 
équations du premier ordre 

^, = 0, ..., F„ = 0, (m^n), 

tel que toutes les parenthèses (Fa, Fp) soient identiquemetit r 
Un tel système a été appelé par M. Lie système en involutîon. 
dirons aussi souvent, pour abréger, que les fonctions F,, . 
sont en involution. 

La recherche des intégrales communes d'un système d'équ 
du premier ordre se ramène donc à ta recherche des int^ 
communes d'un système en involution. 

60. On trouve immédiatement ces intégrales 
ainsi qu'il résulte de ta proposition suivante : 

Théorème. — Soit 

F, = 0, ..., F„ — 0, 
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un système en involution tel que le déterminant 
D(F.,...,F.) 

ne 8oit pas identiquement nul. Si on résout les n équations 

F, = a„ ...., F. = a„ 

par rapport à p^, p,, ..., p., 

p, = (j;,{a:„ ...,x,,a^, ..., a,), {i = -\,2, ...,n), 

les valeurs depi, ..., p^ ainsi obtenues rendent l'expression 

p, dx, + ... + p, dx, 

différentielle exacte, 

Od aura, en effet, 

(F.-a.,Fp-ap) = (F„Fp) = 0, - 

et, d'après un calcul fait plus haut (ibrmiile 6),.'les fonctions p,, 
..., p. ainsi définies doivent vérifier les relations 



,Zi i4( dpi dp,, \dxi âxj~ 



(«,p = l,2, ...,n). 

PrenoDS les n relations de cette espèce où l'indice ^ conserve la 
même valeur; elles peuvent s'écrire 

Zi àpi ^^ dpt \dXi àxj 
Si on prend pour inconnues les quantités 

V° 1^ l ^^" — ^\ 
jj^, dp). \dXi dxj 

le déterminant des coefficients est précisément le déterminant R. Ce 
déterminant n'étant pas nul quand on le suppose exprimé au moyen 
de x^, ..., x„ p,, ..., Ph, il eu sera évidemment de même quand on 
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y remplacera Pi, -.., Pn par les valeurs 

Pi = ^» (^u '"9 ^nJ ^1» •••> ^«)> 

car cette substitution revient à un simple changement de variables. 

On aura donc 

*""•(? Fp /dp 



éfr àPk \àxi âxj ' 



•♦-i 



iTi àp 

et de ces nouvelles équations on déduira, en raisonnant comme tout 

à l'heure, les relations 

àPi _.àpk 

dxt dXi 

Par suite l'expression 

Pi d^x + ••• -^Pndx^ 

m 

est une différentielle exacte et la fonction 

est une intégrale commune aux équations 

le problème est donc résolu pour un système en involution de 
n équations. 

Si dans la fonction ^ précédente, on attribue à a^, ..., a^ des 
yaleurs déterminées, on a une intégrale commune des équations 

Fi = a,, ..., F« = a^, (m -c: n), 

qui contient encore n — m + 1 constantes arbitraires, a^ + i, am + j, 
• ••, a» + 1 ; c'est donc une intégrale complète de ce système. D'ailleurs, 
c'est une véritable intégrale complète, car le système d'équations 

est équivalent au système 

2 = ^, Fi=:a4, F, = aj, ..., F^=:a^, F„+i = a«+i, ..., F^=a„, 

et il est clair que Ton ne peut éliminer a„i + i, ..., a„, a^+i entre les 

équations 

z = ^, Fm+i = «m+i) F„ = a„. 
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ornent, nous pourrons trouver une intégrale complète 
! de la forme 

( 4.(F.,...,F.) = 0, 

rment un système en involution, car il suffira de poser 

F, = a„ ..., F, = a„ 
i„ a„ ..., a, étant liées par les relations 

{ ^^(a^, a„ ..., a,) = 0, 

intégrale complète du système proposé par une quadra- 
narque s'appliquera, en particulier, chaque fois que 
jue de X, et p^, F, de ce, et p,, etc..., F„ de a;, et p. 

is au cas général. Nous pouvons conclure de ce qui 
i recherche d'une intégrale complète du système en 

F, =o„ ..., F^ = a„, (m -en), 

a détermination de n — m fonctions F„ + „ ..., F„ 
is premières un système en involution et telles que le 
nctionnel 

D (Fp ..., F,) . 

D{Pp ..-.P.) 
itiquement nul. 
F„ + i, par exemple, doit vérifier les m équations 

{F„*)=0, ..., (F„, *) = 0; 
ns forment un système complet. En effet, on a 

0, *) + ((Fp, *), F.) + {(*, F,), Fp) =0, 
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c'est-à-dire, puisque 

(F.,Fj,) = 0, 

(F.,(Ff„*))-(F|„(F.,4>)) = 0. 
Posons 

(F., ») = X. (*), 
(F„<l.) = Xp(<I.), 

l'identité précédente devient 

X. (Xp (*)) - Xp (X. (J.)) = 0, 

ce qui démontre bien la proposition. Supposons alors qu'on ait 
déterminé une intégrale F„^i de ce système complet, qui soit 
distincte de F,, ..., F„, considérée comme fonction de p^, ..., p,; on 
cherchera ensuite une intégrale du systèmecomplet de m -f- 1 équa- 
tions 

(F,,*) — 0, ..., (F„*) = 0, (F_^.„*)^0, 

qui soit distincte de F,, ..., F^+i, en tant que fonction des p, et on 
continuera de la sorte. Enfin, quand on aura trouvé une intégrale du 
dernier système 

(F„ *) = 0, ..., (F._„ *) = 0, 

on aura une intégrale complète par une quadrature. En appliquant 
la méthode de Mayer, la recherche d'une intégrale du premier 
système complet exigera une' opération d'ordre 2n — 2m, car nous 
avons un système complet de m équations à 2n variables indépen- 
dantes dont nous connaissons m intégrales F,, ..., F_. Nous aurons 
•ensuite à faire successivement des opérations d'ordre 2rt — 2m — 2, 
2» — 2m — 4, ..., 4, 2 et enfin une quadrature. En particulier, 
pour intégrer une seule équation, il faudra faire successivement des 
opérations d'ordre 2n — 2, Sn — 4, ..., 4, 2, tandis que la méthode 
de Gauchy eïige que l'on fasse des opérations d'ordre 2n — 2, 
2n — 3, 2n — 4, ..., 3, 2, 1. Dans la méthode de Gauchy, chaque 
intégrale nouvelle permet d'abaisser d'une unité l'ordre du système 
d'équations différentielles; avec la méthode de Jacobi et Mayer, 
chaque intégrale nouvelle permet d'abaisser de deux unités l'ordre 
du système d'équations différentielles dont on a à chercher une 
intégrale. 
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Remarque. — Dans la pratique, il arrive quelquefois qu'on peut 
siniplifier les calculs précédents par difTérenls artifices. Par exemple, 
élant donnée une équation de la forme 

(A) F(a;„x„...,a;.,p., ..., p., ?,,..., ç^) = 0, 

où f,, ..., f„ désignent des fonctions de *„ x,, ..., a;,, j)„ ..., p„ 
toute intégrale du système 

(B) (?.= «„■..,?. = »-, 

^ ' t H = F(a;„ ..., a;., p„ ...,p„ a,, ..., a„) = 0, 

où a„ ..., a„ sont des constantes quelconques, satisfait évidemment 
à l'équation (A). Si ce système (B) est en involutlon, il admettra une 
inlégrale complète avec n — m constantes arbitraires et celle inté- 
grale, dépendant en outre de a,, ..., a., sera une intégrale complète 
de l'équation proposée. Pour que le système (B) soit en involution, il 
faut et il suffit que l'on ait 

C'est ce qui arrivera, par exemple, si ç,, ..., ç., H ne renferment 
que des couples de variables différents (xi, pj). C'est à ce procédé 
que M. Imschenetsky (<) a donné le nom de séparation des variabhs. 
Prenons, par exemple, l'équation 



'\a;, 



+ p,J + 3îîa;,pî - 



pjsc, = a^, p,a;, = a,, 
H = — + o, ^ -i- a,p, + a\x, — a,= 0, 

et nous avons un système en involution. Nous pourrons opérer avec 
ce système comme avec la première équation. Posons pour cela 

— + «. — = «1. 
a:, a;, 

*»Pi + '*î^i — a, + a, =: 0, 
Cl linscbenelslif, Sur l'iai/eralina des équalioni asx diririt» partielles an premier ordre. 
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on tire de là 

— a,'i:l''a\+4a,x, a, a, — a, — aîx. 

».= ^ ft=-;. !'.= — p.= 

Une quadrature facile donne une intégrale complète 

62. Les paragraphes précédents contiennent l'exposition d 
méthode de Jacobi sous sa forme générale. Nous allons mainte 
faire connaître la marche même des opérations suivie par Jacobi. 

Lemme. — Soient H,, H,, ..,, H^i ;j. fonctions distinctes de x^ 
..., x^, p,, Pi, ..., p, et telles que le déterminant 

D(H. , ...,H (t) 
D{p., ...,p.) 

soit différent de 0; st on tire des équations 

H, = a,, ,.,, H|i = a(. 

Pt> Pv ■■■iPc S" fonction des autres variables, 

Pi ~ "^/i {Pt^*-t> ...,p„x^, ...,x,), (i = l, 2, ..-,ti), 

et si OH a identiquement 

(H„Ht) = 0, (t, fc = i, 2, ...,i*), 

oit a aussi identiquement 

(.Pi — '^i, p* — '!'*) = 0. 

On pourrait déduire ce résultat de ce qui précède; nous allon 
donner une démonstration directe. Les fonctions <!/„ ..., ijiii, & 
faisant à l'équation H^ ^ a,, on en déduit, en dillérentiant 
rapport à a;;, 



EQUATIONS 


AUX DÉRIVÉES 


PARTIELLES 


-p.) 










Il, 










àx, 


>. ( 


. = 1 


2,- 


•.")• 




<?(P.- 
<)p, 


jW, 






:(L+d, fl 


+ 2,... 


"), 







S relation est eocore exacte pour 

i=l,2, ...,n. 
alc^ues pour H^, formons l'expression 

à i, il vient 



D(F„...,F^) 
D(P„...,P^) 
on en conclut, comme plus haut, que l'on 

» - 4'». P* - W = 0. 

; système en involution 

», — '!', = 0, ..., p»— i^. = 0, 

eat des fonctions de Pm-t-i, •■•} P.r ^^ ^n 
de générale, on cherchera d'abord .une inté- 

= 0, ..., (p.-4..,f) = o, 



L 
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qui s'écrit 



(8) 



\ ^^- nJT+A'^^^^P* àp^ àxj j^^dx^ àp^ 

C'est un système jacobien où tes coefficients ne contiennent 
Pi> Ptt '■'• Pm't nous aurons donc encore un système jacobien ei 
aijj oignant les équations 

ii = o, i£=o, .... ii = o, 

op, <;p, (/p_ 

et le système (8) prend la forme 

(i = d,2,...,m). 

Il ne contient que les 2n — m variables 

3C„ ..., x„ p„+i, ..., j>,. 

Soit /'j(pm-i-ii —tP»t 3!|, ..., X,) une int^rale de ce système; 
adjoindrons l'équation /", = a^ au système (7) et, en la résolvani 
rapport à p^ + n 

Pm■^■l = ^3m^■lipm■^■l, -.yP», X, x„ a,), 

nous aurons à considérer le système 

p^/— CJ,=0, p.— 13,=:0, ..., p„— cT,=0, p«+i — o„+, 

où u,, tj„ ..., f3„ désignent ce que deviennent t|;„ <}p„ ..., i|i„ qi 
on y remplace p. + i par o„ + i. Ce système sera égalemen 
involution, d'après le lemme précédent, et on aura à chercher en: 
une intégrale du système jdcobien de m + 1 équations à 2n — m 
variables 

(P, - a., f) = 0, ..., (p,+, ~ a„+„ = 0, 
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rrivera enfin à un système d'équations donnant 
!S dérivées 



;p<-n„p,-ii.) = o, 

dx^ dx, ' 

■e, on aura une intégrale du système proposé 
1 ■+- 1 constantes arbitraires, c'est-à-dire une 
x système. 

le que nous venons d'indiquer, on a immédia- 
jacobiens réduits au plus petit nombre de 



iérons le système 

F, ^fi,P4 — x,a;, = 0, 

F, = Jî,p, — a;,a?4 ^ 0. 



- p^x^ + p,a:, + p,a;, — p, x, ^ 0. 

Q est distincte des deux précédentes. Le système 
est équivalent au suivant : 



!, + x,x^x^ ± (p\x^ — X,3C,X.) 
2p,a;t 

ilier le système que l'on obtient en prenant le 

Qière équation, il s'écrit 

x^pt x,x^ - 

involulion, il est aisé de s'en assurer. Nous 
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avons alors à chercher une intégrale du système linéaire jacobie 
(■^H-îÇ-f = 0, 

\ àx, PI ax^ 

Appliquons la méthode de Jacobi à ce syslëme (§ 34). La premii 
la dernière équation admettent l'intégrale évidente f = p^ et, 

substituant dans la seconde, le résultat est — ; cherchons don 

intégrale de la seconde de la forme /'= 6 (p„ «,); 8 devra sati 
à l'équation 



Le système 

dx, dpt 

x^ p, 

a pour intégrale — = o; par suite, on a 

p„^ ûï,, p, = — ) p, ^ aa^j, p, = — > 

ce qui donne l'intégrale complète 

z ^= -1— i + a «, X. + t», 
a 

63. Nous avons vu, dans ce qui précède, que l'intégratioi: 
système ea involution 

Fj = 0, ..., K~^, 
se ramenait à la détermination de fonctions F„4.|, F^^.), ..., 
variables X,-, x,, ..., x„p,, ...,p,, formant avec celles-ci un sj 
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que le déterminant 
R^ D(F.>F. F.) 

U. Mayer (•) a montré que cette dernière restric- 
saire. Il a'appuie pour cela sur les remarques 

luations 

n involution, et telles que 

I)(F,....,F,) ^ 

D(P, Pri* ■ 

Ire par rapport à p,, ..., p^. et les mettre sous 

'i = 4'o ■-. v^ = 'kv- 

e Xi, pt t^llfi que l'on ait 

1)=0, (i = 1,2 rt, 

cette fonction quand on y remplace p,, ..., p^ 
„ ..., i/fx-, je dis qu'on aura 

i,^) = 0, (t = l, 2,.. .,!*). 



)X( dxt j^j dp,. dXf 
~ àXi (^, dpt dx, 
~ <*P* ;3 ''Pt '*P* 



ttT**t itr LIt'ieht» Meinlianmtllait iM^htmatiieltt ilaMlM, 
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D'ailleurs, 

âx, -^ âp^ dXi 

dl\ J'y^ dF^ d{p^ — <!/,) 
dpi ji^j dp^ à Pi 
donc 

Puisque, par hypothèse, on a 

(F„ Fp) = 0, (Fa, H) = 0, 
ou en conclut d'abord que l'on a <g 62) 

(pt — <tt, P* — ^h) ~ 0, 
et, par suite, on aura aussi 

2 d^ <P* - V *) = 0' ('' = 1' 2. -, P-). 

et enRn 

(ps — «j-», *) = 0, (h = i, 2, ..., i*). 

2» Supposons qu'on ait trouve des fonctions F„ + i, ..., F, 
que si on les joint aux fonctions F,, ..., F„, on ait un systër 
involution 

F, = a„ ..., F, = a., F.+i = «,+,, ..., F, = 
et supposons qu'on ne puisse résoudre ce système par rap| 
Pi7 Pv —rPn- Imaginons, pour fixer les idées, qu'on puisse rés 
les (t équations 

F, = a„ ..., Fp = an, (n, ^ m), 

par rapport à p,,}),, ..., p^ 

p, — .],, = 0, ..., Pu — i>ii = 0, 

et qu'en portant les valeurs de p^, ..., p^ dans F^ + i, ..., F 
équations deviennent 



1 
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. + 1, ..., 4>. ne contenant aucune des quantités 
!s dernières équations poun-ont être résolues par 
.., a;,. On a, en effet, en verlu de ce qui précède, 

itisfont par conséquent à un système Jacobien résolu 

, .... -7 — : elles sont donc distinctes, considérées 

de rcn + i,'..., x„ (§ 27). On en conclut qu'étant 
me quelconque en involution de n équatma 
'Cut toujours choisir un système de variables 
lu'on puisse résoudre ce système d'équations par 

Pli ■■->Pf) ^H + ll ■•■! ^A- 

ginons que l'on fasse le changement de variables 
pour nouvelles variables indépendantes x^, ..., x^., 
x>ns x\, ..., xji, etpn + i, ..., p, que nous rempta- 
..., xà, et pour nouvelle fonction 

=■ Z — P[i4-I "Cji+i — ... — Pn^i» 

î — Pii+i dXf.+\ — ... — p, dx, 

— dpft+i iCfi+i — ... — dp^ a;,, 
dx[ + p, dx'f + ... + p(i dxji 

— scjn^-i dx'Y.+i — ... — a. dx'„ 

I foudra poser 

j)(t=Pfi, Xii+i — — p|i+„ ..., a;,— — pi, 

nt les dérivée? de z' par rapport à x[, ..., x'.. Le 
par ce changement de variables, sera remplacé par 

F[ — a^, ..., F; = a„ 
tion, car on aura identiquement 

(f„f,) = (f;,f;), 

) être résolu par rapport à p[, pj, ..., pi. On saura 
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donc trouver une intégrale complète du système F[ = a„ 
^ a„y et la transformation inverse donnera une intégrale ce 
du système proposé. Il est à reniarquer, d'ailleurs, qu'en app 
la méthode de Jacobi comme nous l'avons exposée (g 62), ce 
se présentera pas. 

Le même raisonnement prouve que, si on a un système en 
tion de |* équations distinctes (n ■<; n), on peut toujours, 
transformation précédente, le ramener à un système en inv 
de (JL équations pouvant être résolues par rapport à [i. des quan 

6i. Considérons une seule équation aux dérivées partiel 
premier ordre 

r, = a„ 

ne contenant pas la fonction inconnue z. Nous avons vu qi 
quadrature près son intégration est équivalente à celle de l'éi 
linéaire 

(F„ *) = 

à 2n variables. D'autre part, nous savons aussi, d'après 
piécède, que si F,, F„ ..., F, sont des fonctions distincte: 
que l'on ait 

(F„ Fj) = 0, (F„ F») = 0, (t, & = 2, ..., n). 

on a une intégrale compléta de F, = a, el, par suite, l'in 
générale de (F„4»)=:0 par une quadrature; nous pouvon 
énoncer le tbéorème suivant : 

Théorème. — Si on coniiait, outre l'intégrale F,, (n — i 
gralex distinctes F„ F„ .. . , F, de l'équation (F„ *) = salisj 
aux conditions 

(F(, Fi) = 0, (t, fc = 2, ..., n), 

011 aura l'intégrale générale de cette équation par um 
quadrature. 
Ce théorème porte souvent le nom de théorème de Liouv> 



(<) VanmaJ àe LUmiille, 1» série, t. XX, p. 137. 



I.ES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES, 
de Jacobi et Mayer i^'étend, sans modificalion 
imes d'équations où Ojçiire la fonction inconnue z. 
T les parenthèses par les expressions [U, V] déQ- 
it donné ua système d'équations 

H, =0, ..., H, = 0, 

Pu -"1 P«i Ifi problème de l'intégration pourra 
uver IX — m + \ autres fonctions H„^,, ..., H^, 
!S valeurs de s, p,, .--,p« déduites des ii + i 

..., H„ = 0, ..,, H,+, = 0, 

ions H„ + i, ..., H,, H, + i contient une constanle 
ine intégrale complète. 

une fonction z satisfait aux deux équations 

F = 0, H = 0, 

ï l'équation du premier ordre 

[F, H] =3 0. 

1 que z,p, ,...,p^ soient des fonctions quelconques 
it ces deux équations. On aura 

dxt~ dXi'^^' dz' 
*F/dz \ "^ dF dpt „ 

at sommons par rapport à t, puis permutons H 
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et F ainsi que les indices ietfc dans la somme double; en retranchant 
les deus équations obtenues, on parvient à la relation 



(10) 



,^ j^, dpi dp, V^i <^^t/ 



Si z désigne une intégrale commune aux équations H =: 0, 
et p„ ..., p, ses dérivées, on a 

|i_p, = 0, |^'-|£i=o, 

à Xi a Xi à Xi 

(i, fc = l, 2, ...,>i). 
et, par suite, 

[H, F] — 0. 

On pourra donc adjoindre au système (9) toutes les équations 

[H(, HJ =0, ■ {i,k = 1, 2, ..., m), 

qui ne sont pas des conséquences alg^ëbriques des premii 
recommencer les opérations sur ce nouveau système. Mais 
toujours conduire les .calculs de façon à arriver soit à un 
incompatible, soit à un système en involution, c'est-à-dir 
système pour lequel tous les crochets sont identiquemei 
Résolvons, en eïfet, les m équations (9) par rapport à ï et { 
des dérivées, ce qui doit être possible, car, sans cela, du 
proposé on pourrait déduire une ou plusieurs équations ne ce 
ui z ni ses dérivées. Soient 

ces équations résolues; <^, i)!,, .,., J^h-i ne dépendent que de 
p„ x^, ..., x„. Le système 

,».A z — <!/■-- x, (p, — i,) — ... — œ„,_, (p„._, — ^„-, 
M P, — ^î-i^O, ..., p^^,-~'S/„-,=li 

sera équivalent au système (9), et il est aisé de voir que 
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[p, — <!<.. pt — y 

(Pi — l-l) — •■■ — 3^—1 (Pm-l — 4'— l). Pi — ^•] 

aucune des quantités 2, p^, ...,p„_,. Les équations 
en égalant ces crochets à ne pourront donc éfre 
ts des précédentes que si elles sont identiquement 
intinuant de la sorte, on arrivera donc soit à un 
ttible, soit à un système en involutioD. 

■Soit 

= a„ H, =a„ ..., H.+, = o„, 

nvolution de (» + 1) équations, tel que le déter- 
inel 



D(î,p„...,p.) 



les valeurs de z, p,, ,.., p„ tirées de ces équations 
lationa 

„ p=p. (i,* = l,2,...,n). 

âxt, à Xi ^ j 7 7 I 

lions (10) devienoent ici, puisque [Ha, Ho] ^ 0, 

<?Hj £Hp\ fd%^ _ \ 
" dp< (?î J Vie, ^7 

Y y" ^ ^ i^^ _ ^'\ - n 

par un raisonnement tout pareil à celui qui a déjà 
I), que l'on a 



tirée de ces équations est donc une intégrale du 
forment. En particulier, z sera une intégrale du 
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système 

H, = a„ ..., H„ = a., {m^n 

tiré du précédent D'ailleurs, comme i contient les 
constantes arbitraires a^-t-i, ■-■> «k + l, c'est une int^ 
de ce système. 
Pour intégrer le système en involution 

H, = 0, H, =0, ..., H, = 0, 

on est donc ramené à déterminer (ji — m + 1) foncli 
H.^i qui forment avec ce système un système en ir 
cela, considérons le système d'équations linéaires 

[H„*] = 0, [H„*]=0, ..., [H,, 1 

On a, comme nous l'avons vu (§ ^), 

[[Hi, HJ, *] + [[Ht, *], H(] + [[*, H(], hJ 



[H„ *] = X (*), ■ 

[Hi, *] = y {*), 

l'identité précédente devient, puisque [H^, H^.] = 0, 
Y(X(*))-x(ïw) = -4S.'Y(t) + ^ 

Ceci nous prouve que les équations linéaires [H^, $] 
un système complet. Pour trouver une intégrale de 
m équations à 2n + 1 variables, dont on connaît m 
aura à effectuer une opération d'ordre 2w — %m + 
une intégrale de ce système; on cberchera ensuite un 
système 

[H„*] = 0, ..., [H,^„*] = 0, 

et ainsi de suite. On aura ainsi à faire successivement 
d'ordre 

2n — 2m + 1, 2n — 2m — 1, ..., î 
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Exemple. — Considérons le système 

F (p, ç, ^ — px — qy) = 0, F^ (py q^z—px — qy) = 0; 

on reconnaît aussitôt que les trois équations 

p = a^y g = a„ z^px — qy = a, 

forment un système en involution. On aura donc une intégrale 
complète du. système proposé « = a^ x + a, i/ -f- a,, pourvu que 
les constantes a^ a„ a, vérifient les deux relations 

F (aj, a„ a,) = 0, F^ (a^, a„ a,) = 0. 

Du reste, la théorie géométrique de ce système est très facile à faire; 
on a une intégrale de chacune des deux équations en prenant les 
plans tangents à deux surfaces Sp 2, respectivement. Tout plan 
tangent commun à ces deux surfaces donnera donc une intégrale 
complète du système proposé. L'intégrale générale se confond ici avec 
l'intégrale complète et il y a une intégrale singulière, la développable 
circonscrite aux deux surfaces 2j et 2,. 

Remarque. — Comme dans le cas précédent, on pourrait montrer 
qu'il n'est pas nécessîfire de pouvoir résoudre les équations 

Hj = ttj, ..., H„+i =. dn-^ij 

par rapport à z, Pi, p,, ...,p„. Il suffît que ces n -f- 1 fonctions 
soient distinctes. On remarque d'abord que si on a un système en 
involution de ?i -f- 1 équations distinctes, l'une au moins de ces 
équations contiendra z; autrement, on aurait un système complet de 
n équations à 2n variables admettant n -h 1 intégrales distinctes. 
Tirant z de l'une de ces équations et portant dans les autres, on sera 
conduit à un système en involution F^ = 0, ..., F„ = 0, ne conte- 
nant pas z\ le raisonnement s'achève comme au § 63. 

66. Supposons qu'on veuille intégrer une seule équation 

H^ == a^. 
.L'intégration de cette équation revient à celle de l'équation linéaire 

[H., «ï»] = 0. 



k 



>.» 
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Or, si nous pouvons déterminer n intégrales distincles H,, ..., H, 
de cette équation, telles que tous les crochets 

[H(, HJ, (i, A = l, 2, ..:,n + i) 

soient nuls, nous venons de voir que l'intégrale générale s'obtien 
par des opérations algéhnques. Ceci fournit une généralisation 
théorème de Liouville. 

Théorème. — Si on connaît n intégrales distinctes H„ ..., H, 
différentes de H,, de l'équation linéaire 
[H„ *] = 0, 
satisfaisant aux relations 

[H„ HJ = 0, {i, A = 2, 3, ..., n + 4), 

on aura Vintégi'ale générale de cette équation par des opéralit 

ALGÉBIUQUES. 

67. Si, en appliquant la méthode précédente à un système 
involulton de m équations, on est arrivé à un système en involuL 
de n équations 

H, = a„ ..., H.= a„ 



D(P„...,P.) 

quement nul, au lieu de chercher la dernière fonction H.+i, on pi 
résoudre ces m équations par rapport à p„ ..,, p, et les valeurs ai 
obtenues rendent l'équation 

dz =Pi dx, + ... + ji, dx, 
complètement intégrable. En effet, des équations Ha = 0, Hp = 
on déduit, par un calcul tout pareil aux précédents, la relation 

et ces relations nous donnent, puisque [Hi, Hp] ^ 0, 
dpt dp, 
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itte forme la généralisation immédiate de ta 

et Charpit. 

1 applique la méthode de Jacobi et Mayer, sous 
ine équation F, ^ 0, on obtient non seulement 
te de l'équation proposée, mais une inté^le 
i plus ^nérale F, ^ a,, où a^ est une constante 
donc que cette méthode est moins directe que 
il est facile de lever la difficulté. En effet, dans 
tmier ordre, on peut introduire une constante 
iquer l'intégration. Si par exemple l'équation 
*a qu'à changer z en z -f- a; si l'équation ne 
ngera zenz + ax„ ce qui revient à remplacer 
me, si on a un système en involution tel que 

W i^i — — — (P— I — t— i) ^-i = 0> 
= 0, ..., p.^, - 4,._, = 0, 

nt des fonctions de p„, .-., p„, x^, ..., x„ en 
. + a^x^ + ... + Om-i Xm—i, on sera conduit 
le en involution contenant « constantes arbi- 

', - 'iù — - - 'c— (p—i - *— = 0. 

jera très utile dans la suite. 

Eïzeroloes. 

de de Jacobi aux équations suivantes : 
^t)Pt ■+■ (^^1 + 5a;,) p, 

+ K + œ, (p, - p,)] p, + ^ = 0; 

(Ihschenetskt.) 

(lUSCHENETSKT.) 
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3" 3'î(Pi + Pi) + 2x,cc,»,+ bp.\oB\ — — ]—hp,\ogx\ + iip,= 

\ Ptf 

(Ahpèbe.) 

5" (iCipj + a;,p,) X, + op, (p, — p,) — 1=0; 

6" p,a;î=pî + opî; 

7» 3:,pî + a:,pî + a;,pî=p,p,p,; 

8" pj + pî + pj = xj + a;,a;, + a;J + x^x^ + x,x, + œj 

9» Pi + i PÎ + Piœ,3:, + p,x,a:, = 0; 
40> a;, + J a;* + x,p,p, + 3;,p,p, = 0; 
H" PiP»p, =Pia;, + p,x, + p,a:,; 
12" a;,p, + a;,p, + (p, — p,) (p, + Xj) (p» + œ,) = 1 ; 
13" PiPiP, + x^x^x, (a;,p, + a:,pj + x,pj ^ a;,a;,p,p, 

+ a;,3;,p,p, + a;,a:,p 
14» a,(3î,p, — 3:.p,)' + a,(a:,p,— T,p,)« + o,(ir,p, — a:,p,)'; 

(SchlXfu.) 
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CHAPITRE VIII 

Méthode de Lie. 



68. On doit à M. Lie (<) utio nouvelle méthode d'intégration qui 
se rallacbe de la façon la plus naturelle aux méthodes précédentes, 
dont elle est en quelque sorte la synthèse. M. Lie a été conduit à 
cette méthode par la théorie générale des caractéristicpies. Nous 
allons donner, dans ce chapitre, une démonstration, due à Mayer(*), 
du théorème fondamental de Lie. 

Considérons un système en involution ne contenant pas la fonction 
inconnue V 

d\ „ / dY d\\ 

-— =F, ix,, X., ....a;,, ) ■■■> ^— ]> 



(1) 



Êl — v ( <?v dv\ 

\ dx^~ -V'''^"-''^" dx^^C'"' dxj' 
Ce système étant en involution, on a identiquement, en remplaçant 

J^ P»"" P" 

(p^ _ F;, p, - F^) = 0, (i, k = \,% .... m). 

Pour intégrer ce système par la méthode de Jacobi et Mayer, il 

(t| Lie, AllseariBe Throrit dcr parlitUea Dî^erenlialgMchan^fa enter Ordnang [Hathema- 
liirhe Atnalen. t. IX. p. 945-i06). 

(>j irivcr, Dîreclt Abltilurn der Lics-clii-ii FsaJaiiifalalliein-em dareh die Urlhode rnn 
Caaebg {Miilhmalixclie Anmlt», L VI, p. iyi-1%}. 
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faudra commencer par chercher une intégrale, indépendante de 
Pi> ...^i^wj du système jacobien 

• qui, développé, s'écrit 
(2) 

9 

Imaginons qu'on applique à ce système la méthode de Mayer (§ 30); 
on posera 

Xj :=: aîj + t, a?j| zz: a?2 + ty^^ ..., 0?^ = Xfn + *ym> 

^j Vtf •••9 Vm désignant les nouvelles variables, et on sera ramené à 
chercher une intégrale du nouveau système jacobien 

(^) \ ày^ ^^ \dx^ dpj, âpt àxj ' 



àym 



y /^H, àf ^H>«^f\ Q 



où Hj, H„ ..., H„ désignent ce que deviennent Fj, F,, ..., F^ par le 
changement de variables précédent, et où on a posé 



g? = Hj + 2/,H, + ... -h 2/«H«. 



♦\ 



Nous savons que pour avoir une intégrale du système (3), il suffit 
d'avoir une intégrale de la première équation de ce système. 

Faisons le même changement de variables dans les équations (1), 
elles prendront la forme 

(4). 37 = ^. ÏÏT7=*"«' •••' ÂZ- = ^^«^ 
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et on voit immédiatement que le système jacobien (3) joue le même 
rôle, par rapport au système (4), que le système (2) par rapport au 
système (1). Il suit de là que, soit que Ton veuille intégrer le système 
en involution (4), soit que l'on veuille intégrer l'équation unique 

la première opération à effectuer sera la même dans les deux cas : 
on aura à chercher une intégrale de l'équation linéaire 

qui est la première des équatioqs (3). Mais l'analogie entre les deux 
problèmes ne s'arrête pas là. Nous allons montrer en effet que, si on 
a intégré l'équation an — m + 1 variables 

17-^ = ^' 

on en déduira immédiatement une intégrale complète du sys- 
tème (4). 

D'une façon plus précise, nous allons montrer que l'intégrale de 
cette équation, qui, pour t = 0, se réduit à 



^m + l 3Cfl,4-i + ... + ffn*^i 



n9 



vérifie les autres équations (4). Imaginons qu'on applique la première 
méthode de Jacobi à l'équation 

on intégrera le système d'équations différentielles 

(5) -— *!= — -— î -^ = -- — > (fe = m -h 1. ... n). 
^ ^ dt dpt dt dxj, ^ ^ ^ 



Soit 



(^\ ( ^k — ?* Vi Vf» •••J Vmi Ûfm + l) •••? <^ny ^m + ly •••) 0,)j 

( Pk = ^k (^ 2/îî •••> 2/m> «w + lJ •••> «nJ K + lj .-., K) 

l'intégrale générale de ce système, où 0,^4.1, ..., a„, bm + i •••? &, 



r 
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désigfoent les valeurs initiales àe p„ + „ ...,} 
( = 0; l'expression 



= g>, qui, 

kOm-t-jX^ + t + . . . + a, j:,, si on l'exprime ; 
indépendantes t, x^, a^. Pour plus de clarté, d 
devient la fonction V quand on y remplace I 
valeurs tirées des formules (6). Nous alloi 
fonction W satisfait aux équations (4). On î 
de W en y remplaçant a:„ +i, .,., x^ par les vî 

àVi ~ dyi ^j dxt d 

D'ailleurs, V étant une fonction de t, y^ a^ et 

d\ _ r'{d9 -^ (d-5dx, 
H^X \H ;^\àx,dy, ^* 

et, en tenant compte des équations (5), 






Comme, pour t = 0, a^t se réduit à h^, on en 
et, puisque W est une intégrale de la premier 
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D'un autre câté, puisque le syalëme (J) est en involution, on a 



ce qui s'écrit 

à ^ 

en posant 






Ea remplaçant x^et p^ par les expressions (6), qui sont les intégrales 
des équations (5), il vient 

et on a la relation qu'il fallait démontrer 

àHi Jo dt ■■""* 

Nous pouvons donc énoncer la proposition générale suivante : 

Théorème. — L'intégration d'un système en involution de 
m équations à n variables indépendantes se ramène à Vintégration 
d'une équation unique an — m + i variables indépendantes. 

Remarque. — Dans la démonstration du théorème précédent, nous 
ne nous sommes servis que des relations 

(Pi -^,Pi-t Hi) = 0, 

mais nous n'avons pas utilisé les autres équations 

qui expriment que le système (4) est en involution. Cette conclusion 
peut sembler paradoxale, mais il est facile de voir que les dernières 
relations sont des conséquences des premières. En effet, de l'identité 
fondamentale 

(p. - (f, {pi - t H„ p, - t H,)) + {Pi-t H,, (p, - 1 H,, p, - S)) 
+ (p, - * H„ (p, -5,Pi~i H,)) = 0, 
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on conclut que la parenthèse (p; — tH;, pt — (Ht)est une intégr 
de l'équiition linéaire 

or, tous les termes de cette parenthèse contiennent t enJ'acte 
Cette intégrale doit donc s'annuler pour ( 33 et, d'après le théorè 
général de Cauchy, l'équation linéaire précédente n'admet pas d'au 
intégrale que f^O qui soit nulle pour t =:0. Il faut donc que 
parenthèse soit identiquement nulle. 

69. Le théorème fondamental de Lie permet de compléter sur 
point essentiel la méthode de Jacobi et Mayer. Supposons, en ef 
que dans l'application de cette méthode on arrive à un système 
involution tel que le système (1), pour lequel on sache intég 
complètement le système jacobien correspondant (2). L'intégrât 
du système (1) est ators ramenée à une quadrature. En effet 
on connaît l'intégrale générale du système (2), on aura aussi l'ir 
gi'ale générale du sysième (3) et, en particulier, de la premi 
équation de ce système, ou, ce qui revient au même, des équatl 
différentielles 

dx^ _ d$ dpt dS 

^°' . It'^^âpt' 'dt~dxt' 

Or, nous venons de voir que, si on connaît l'intégrale générale 
ce système, on en déduit par une quadrature une intégrale compi 
du système (4) et, par suite, du système (i). 

On voit donc que, dans l'application de la méthode de Jacobi 
Mayer, on peut s'arrêter toutes les fois que l'on arrive à un systé 
jacobien que l'on sait intégrer complètement. Cette méthode compn 
à la fois la méthode de Cauchy et celle de Jacobi comme cas particul: 
L'intégration étant commencée par la méthode de Jacobi, on p 
s'arrêter quand ou veut et ramener le système en involution obh 
à une équation unique au moyen du théorème fondamental de Lie 

70. Voici maintenant la nouvelle méthode d'intégration que M. 
a déduite de son théorème. Le système en involution proposé et 
ramené à une équation unique à n variables indépendantes 

(7) p^-f = 0, 
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on cherchera une intégrale de Téquation linéaire 

Soit ç, cette intégrale; le système en involution 

(8) p^^fzrzOy 9^ = a,, 

peut, d'après ce qui précède, être ramené à une équation unique 
à ?i — 1 variables 

(9) pï> — f (^> = 0. 

De toute intégrale complète de cette nouvelle équation, on peut, en 
effet, déduire par des opérations algébriques une intégrale complète 
du système (8) et, par suite, de Téquation (7). On cherchera ensuite 
une intégrale 9, de l'équation linéaire 

ip? - r, f ) = 0, 

et on ramènera le système en involution 

2)« - r = 0, f. = a., 
à une équation unique à ?i — 2 variables 

pf — /•(«) = 0, 

et ainsi de suite. Après n — 1 opérations de ce genre, on sera 
ramené à une équation 

à une variable indépendante seulement. De l'intégrale générale de 
cette équation différentielle ordinaire, on déduira ensuite, en remon- 
tant de proche en proche, une intégrale complète de chacune des 
équations intermédiaires et, par suite, de l'équation (7). 

Chaque intégrale nouvelle diminuant le nombre des variables 
indépendantes d'une unité, l'ordre de l'équation linéaire correspon- 
dante sera diminué de deux unités. On voit facilement, d'après cela, 
que la méthode de Lie exige le même nombre d'opérations que la 
méthode de Jacobi et Mayer. L'application de cette méthode donne 
encore lieu aux remarques suivantes : 

1» On voit immédiatement qu'à chaque instant de l'opération on 



k 
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pourra abandonner la méthode de Lie et appliquer celle de 
elle est plus avantageuse. Car, si on a obtenu une intégrait 
de l'équation p'*' — f^^> = 0, on en déduira encore, en 
de proche en proche, une intégrale complète de chacune dea 
précédentes. 
2" Si on a déterminé s intégrales distinctes tp,, ..., ^, de 

(p(») _ /-*, ^) = 0, 

on pourra diminuer de s unités le nombre des variables indéj 
pourvu que ces intégrales vérifient les relations 

(ti, <f't) = 0, {î,k=i,2,...,s). 

En effet, le théorème fondamental de Lie peut être général! 
il suit ; Étant donné un système en invohitioii de m éq 
n variables indépendantes 

F, = «„ ..., F. = a„, 

si on connaît s intégrales F^ + i, ...,F„^., du système co 

(F„ *) = 0, ..., (F„, *) = 0, 

formant avec F,, ..., r„ un système dem + s fonctions 
et telles que l'on ait 

(F^^u'P«**) = 0, (i,ft = 1,2, ..., s), 

l'intégration du système proposé se ramène à l'intégrât 

équation unique an — m — s + 1 variables indépendt 

Pour avoir une intégrale complète du système proposa 

en effet d'avoir une intégrale complète du système en invol 

F, = a„ ..., F„ = a„, F™+, = a„4-.> ..., F»^., 

si ces équations peuvent être résolues par rapport à (m 
variables p^ la proposition est établie (g 6S); s'il n'en est 
on a vu au chapitre précédent qu'un pouvait toujours lei 
par rapport à [i. des variables p et 8 — jj, des variables x 



|>) «fer, Maliaaaliiclie Anaalen, t. VIII, p. 318. 
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les nombres a, et ^^ étant dilTéreats. Par une transformation liéjà 
employée (§ 63), on ramènera ce cas au précédent. 

71. Noua indiquerons, en terminant, une autre méthode que 
l'on pourrait suivre pour établir le théorème fondamental de Lie, 
en le rattachant aux théorèmes généraux de Cauchy. Reprenons le 
système (1) 
(1) Ç-=F , ^ = F., 

et supposons que les seconds membres de ces équations soîeut 
holomorphes au voisinage du point ce*, x^, ..., x^, jîi+.i, .-., pi- 
Soit, d'autre part, * {xm + i, x»*., ..., a;,) une fonction quelconque 
des variables x^+i, a^w + j, ■■■, ^^ holomorphe, dans le voisinage du 
point 3;^+ 1, 'Jîi+i, ...,xl et telle que l'on ait , 



(Ja^+i 






Cherchons s'il existe une intégrale V des équations (1), holomorphe 
au voisinage du point xî,xj, ...,x;,etse réduisant à 'I>(a:^, + i, ■.■,x,) 
pour x, = a;', a;, z:= a;J, ..., x„ = xS,. S'il existe une telle intégrale, 
on connaît les valeure initiales de toutes les dérivées partielles 
de V où ne figure aucune des variables x,, a;,, ..,, a;„. D'ailleurs, en 
différentiant les équations (1), on pourra exprimer toutes les autres 
dérivées partielles en fonction des précédentes. Mais, ici, il y aura 
plusieurs manières de calculer une même dérivée; ainsi, on pourra 

calculer de deux façons différentes -:; r— en partant des deux 

dx^ dx^ 

àV dV 

équations -r — =: F, et -r — ^ F,. En écrivant que les deux expressions 
dx^ ' ax^ . ^ t 

amsi obtenues pour - 

(Pi-F„y,-F,) = 0, 

qui est vérifiée puisque le système (1) est en involulion. On voit alors 
aisément que, si le système est en involution, on n'obtiendra, par 
les dérivations, qu'une seule valeur bien déterminée pour chacune 
des dérivées. Si donc il existe une intégrale V satisfaisant aux 
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conditions énoncées, il en existe une seule et les coefGcienIs d 
développement seront bien déterminés par les équations (1) j 
auï conditions initiales. Admettons que le développement 
obtenu soit convergent; nous pouvons énoncer la propositioi 
vante : 

Théorème. — Étant donné un système en involution de m 

tiOTlS 

où les fonctions F„ ..., F„ sont holomorphes dans le voisinai 
valeurs x', ..., a^, pS. + i, ■-, pS, il existe une intégrale 
système, holomorphe dans le domaine du point x',, ...,ic;, 
réduisant pour x^ ^ œj, ..., x„ = xj, à une fonction arbitr 

* (^+11 ■•■) ^n)l 

holomoiphe pour 



pi+i, ..., pS désignant les dérivées 

àx^^,' "■' d<' 

La convergence de ce développement se démontrerait sans 
aisément par les méthodes de M™^ de Kowalewski. Le théorèm 
d'ailleurs établi plus loin par d'autres considérations. 

Cela posé, faisons dans le système (1) le changement de vai 

x^=x^, + t, se, =a;î + (y,, ..., x„ = xS, + ti 
on obtient un système équivalent 



(9) 



- = F, + y, F, + ... + y„ F„, 
''' =<F,. '" 



d'après ce qui précède, ce système admet une intégrale qui, pour 
se réduit à $ {x„ + „ ..., a;,). Or la première équation de ce s 
admet une seule intégrale satisfaisant à cette condition. Par 
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quent, toute intégrale de l'équation , 

(10) ^=^F, + y, F. + ... + y„F„, 

qui, pour ( = 0, se réduit à une fonction des seules variables 
x„ + i, .-., a;,, vérifie aussi les autres équations du système (9). 
C'est la généralisation de la proposition établie pour les systèmes 
jacobiens {§ 30). 

Pour avoir l'intégrale considérée par Mayer, il suffit de prendre 
l'intégrale de l'équation (10) qui, pour t ::=0, se réduit à 

(ÏM+i a^M+i + ■■. + i^^i',- 
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CHAPITRE IX 



Étude géométrique des équations à trois variab 
Courbes intégrales. Solutions singulières (*). 



72. Reprenons une équation aux dérivées partielles du 
ordre entre une fonction : et deux variables indépendantes x 

F (a;, y,z,p, q) =0. 

Une telle équation exprime une relation entre un point d'une 
et le plan tangent en ce point, ou, ce qui revient au même, e 
point d'une surface et la normale en ce point. Soient x, ■■ 
coordonnées d'un point M d'une surface intégrale; les équa 
la normale en ce point sont 

X~x _ \-y _ l — z 
P "~ 9 ~ — 1 ' 
et, par suite, on voit immédiatement que les normales à to 
surfaces intégrales qui passent au point M engendrent un ( 
ayant pour équation 

Les plans tangents aux surfaces intégrales qui passent en un 
enveloppent par conséquent un &lne (T) qui est le cône sup| 

I') Le ïonleim ds co chapitre esl cuirait presque coniplèlïmenl du Mémoire de t 
sur les Solutimt linguHiref, elc. On pourra consuUer aussi un impartant Hêmolre 
Veter Campleit, ifiemnierf Liaim uni Kagel-Complrxt, mil Anjeeadmg auf i 
fatieller DiffertnlialflekhaHft* (Halhfmatuehf Annatex, t. V, p. IW), et I'odife 
de Xungg, Applk<Uiti* ie VAwattH à la Giomitrie. 
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taire du cdne (N). Donc, si l'on considère les surfaces satisfaisant 
à une équation aux dérivées partielles du premier ordre, pour 
chaque surface passant par un point de l'espace, la normale doit 
se trouver sur un cône (N) relatif à ce point, ou, ce qui revient au 
même, le plan tangent doit toucher un cône (T) supplémentaire 
du cône (N). En particulier, si le cône (N) se composait d'un système 
de plans, le cône (T) se réduirait à un système de droites et l'équation 
F ;= se décomposerait en plusieurs équations linéaires. 

De même, considérons toutes les surfaces intégrales tangentes à 
UD plan donné P 

ï = aa; + Py + t; 

au point de contact, on devra avoir 



par suite, les coordonnées du point de contact vérifieront les deuK 
équations 

, z = «a; + py + Y, 

qui définissent une courbe (C) située dans le plan donné. Donc, si 
l'on considère les sui-faces intégrales tangentes à un plan P, les 
points de contact sont situés sur une certaine courbe (C) de ce 
plan. 

A chaque point de l'espace correspond ainsi un cône (T) ayant son 
sommet en ce point et, à chaque plan, une courbe (C) située dans ce 
plan. D'ailleurs, on peut établir entre les courbes et les cônes une 
liaison géométrique indépendante de toute intégrale. Il est clair, en 
effet, que la courbe (G) située dans un plan P est le lieu des points M 
de ce plan pour lesquels le cône (T) est tangent au plan P. De même, 
le cône (T) relatif à un point M est l'enveloppe des plans P pour 
lesquels la courbe (C) passe au point M. On pourra donc déduire les 
courbes (G) des cônes (T) et inversement. 

Les deux propriétés précédentes se transforment l'une dans l'autre 
quand on soumet les surfaces intégrales à une transformation par 
polaires réciproques. Prenons, par exemple, la première, d'après 
laquelle toutes les surfaces passant en M doivent toucher un cône (T) ; 
aux surfaces passant eu M correspondent des surfaces tangentes à un 
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plan P, et au cône (T) une certaine courbe du plan P. On ï< 
conséquent, que, si des surfaces satisfont à une même équati 
dérivées partielles du premier ordre, il en sera de même d 
transformées par polaires réciproques. Ceci explique le succé 
transformation de Legendre qui consiste à prendre pour m 
variables 

p, g, u=px + qy — z; 
OD aura 

du ■^^ p dx + q dy + X dp + y dq — dz, 

c'est-à-dire 

du =^ X dp + y dq\ 

par suite, si on prend p siq pour variables indépendantes, il 

^~âp' ^~âq' 
Les formules de transformation sont, par conséquent, 
au du du au 

et l'équation du premier ordre 

F (x, y, %, p, g) = 

se change en une nouvelle équation du premier ordre 

^ (du du du du \ ^ 

\dp dq ^ dp ^ dq 7 

On reconnaît immédiatement que p, q, u sout les coordoni 
pôle du plan tangent 

Z - ï ^ p (X - x) -i- g (Y - y) 

par rapport au paraboloide 

2Z = X' + Y*, 

de sorte que la transformation précédente revient bien à une t 

mation par polaires réciproques. 
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Remarque. — Si les courbes (C) sont des droites pour l'équatic»! 
primitive, les canes (T) seront composés d'un système de droites dans 
l'équation transformée qui, par suite, se décomposera en plusieurs 
équations linéaires. Ainsi, par exemple, considérons une équation de 
la forme 

fip,<i,y) = o. 

Les courbes (G) sont données par les relations 

l z = (XX + Py + Y, 

{ f(a,p,y)=0; 

ce sont donc des droites parallèles au plan des xz. La transformation 
de Legendre conduit à l'équation 



^-■^) 



que l'on peut traiter comme une équation différentielle ordinaire. 
De même, prenons l'équation 

a^A (P, î, ï — P=c - qy) + yft {P, q,z — px — qy) 

+ A (P, q,z~px — qy) = 0. 
Les équations des courbes (C) sont 

s = a» + Py + Y> 

^f, («, P, Y) + yf. («> P. t) + r. c*, p y) = 0; 

ce sont donc des droites. La transformation de Legendre nous conduit 
en effet à l'équation 

^ f, (p, «> «) + ^ f» (p> 3. ") + r. (p, q, ") = 0, 

qui est l'équation linéaire la plus générale. 

Il est aisé dans bien des cas de se rendre compte de la position 
du cône (T) et de la courbe (C). Ainsi, dans le cas de l'équation de 
Clairault généralisée, nous avons vu que l'intégrale complète était 
formée par l'ensemble des plans tangents à une certaine surface non 
développable (2); le cône (T), relatif à un point M, est évidemment 
le cône circonscrit à (Z) et ayant le point M pour sommet ; il n'y a pas 
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lieu de considérer la courbe (C), sauf dans le cas où le plan de 
est tangent à (2), et alors elle est indéterminée. Prenons en 
l'équation du premier ordre qui admet pour intégrale complète 
sphères passant par un point et tangentes à un plan. On 
aisément q<ie toutes celles de ces sphères qui passent en un poii 
enveloppent un cane (T) de révolution et que les courbes (C) sonl 
cercles. Pour le voir, il suffît d'effectuer une transformation 
rayons vecteurs réciproques en prenant le point pour pôle à 
transformation. 

73. Soient 

(1) F {x, y, z, p, g) = 
une équation à trois variables et 

(2) V (x, y, z, a,b) = 

une intégrale complète de celte équation. Nous savons que, l'inléj 
singulière mise à part, toutes les inlégi riles de l'équation (1) s'obi 
dront en posant 6 ^ ç (a) et en éliminant a entre les deux équal 

(3) V 
ou, en d'autres termes, en associant les courbes du complexe 

« . -0. ^.«11 = 

suivant une loi convenable. 

Sur toute intégrale complète, il y a une infinité de courbes car 
ristiques (4), correspondant aux différentes valeurs de c. Mais 
tout point d'une telle surface passe une seule courbe caractéristi 
comme on le voit immédiatement d'après les équations (4). Se 
un point d'une intégrale complète S; la caractéristique C située s 
et qui passe au point M n'est autre chose que la limite de l'interseï 
de la surface S avec une intégrale complète S' infiniment voii 
lorsque S' se rapproche de S suivant une loi quelconque, mai 
(elle façon que celle intersection limite passe au point M. 
particulier, si la surface S' se rapproche de S en passant conslami 
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par le point M, la limite de l'intersection des deux plans tangents 
en M aux surfaces S et S' est évidemment la génératrice de contact 
du plan tangent en M à la surface S avec le cûne (T) correspondant 
au point M. Donc, étant donnée une surface intégrale quelconque et 
une caractéristique C située sur cette surface, comme il existe toujours 
une intégrale complète tangente à cette surface tout le long de G, on 
peut énoncer la proposition suivante ; Les courbes caractéristiques 
sont des courbes tracées sur une surface intégrale et tangentes 
en chacun de leurs points à la génératrice G de contact du 
cône (T) correspondant avec le plan tangent à la surface en ce 
point. D'ailleurs, comme en chaque point d'une surface intégrale 
il passe une seule courbe possédant la propriété précédente, on 
en conclut que les courbes caractéristiques sont les seules-courbes 
jouissant de cette propriété. La défmition précédente des caracté- 
ristiques a l'avantage d'être indépendante de toute intégrale complète. 

Le lieu des caractéristiques passant en un point M peut être 
considéré comme l'enveloppe des intégrales complètes qui passent en 
ce point; ce lieu est donc une surface intégrale (§ -49). 

Soient M un point, P un plan passant en M et tangent au cône (T) 
correspondant, S l'intégrale complète tangente au plan P au point M; 
toute surface intégrale tangente en M au plan P pourra être consi- 
dérée comme l'enveloppe d'une suite simplement infinie d'intégrales 
complètes parmi lesquelles se trouvera la surface S. La surface 
intégrale sera donc tangente à S tout le long de la caractéristique 
issue de M. On en conclut que si deux surfaces intégrales sont 
tangentes à un même plan en un même point M, elles sont 
tangentes tout le long de la caractéristique issue du point M, et- 
tangente au plan tangent commun à ces deux surfaces. 

Ceci nous conduit à associer aux courbes caractéristiques les déve- 
loppables caractéristiques, c'est-à-dire les développables circonscrites 
aux surfaces intégrales le long d'une caractéristique. La caractéristique 
étant représentée par les équations 



les valeurs de p et de ç relatives au plan tangent à la développable 



CHAP. IX. — ÉQUATIONS A TROIS VARIABLES, 

caractéristique seront fournies par les relations 

dx dz ày az 

qui ne dépendent que de a et de h. De mâme qu'une court 
rislique peut è're considérée comme la limite de l'inleri 
deux intégrales complètes infiniment voisines, une dé 
caractéristique peut être considérée comme la limite dï 
loppable circonscrite à deux intégrales complètes inûoi 
sines. 

Prenons, par exemple, deux intégrales voisines S, S' t^ 
un plan P en deux points m, m' de la courbe (C); la dj 
est une génératrice de la surface développable circonscrite 
Si m! se rapproche indéfiniment du point m, la droite m 
limite la tangente mt à la courbe (C) en m et la surface dé 
circonscrite à S et S' a pour limite la développable cara 
passant par la caractéristique issue de m et tangente au p 
en conclut que les génératrices de contact des développabl 
ristiques, tangentes à un plan F, avec ce plan, sont les i 
la courbe (C) relative à ce plan. Ce théorème est préci 
proposition corrélative de la proposition établie plus hai 
laquelle les tangentes aux courbes caractéristiques issues > 
engendrent le cône (T) relatif à ce point. A toute propriété d 
caractéristiques correspond, par la méthode des polaires ré 
une propriété des développables caractéristiques. Ainsi, l 
caractéristiques qui passent en un point engendrent ui 
intégrale; on en conclut que les développables carac 
tangentes à un plan enveloppent une surface intégrale. Ce 
n'est autre chose que l'enveloppe des intégrales complètes 
au plan P, ou le lieu des caractéristiques tangentes à ce pi 
les points de la courbe (C). 

Le théorème établi plus haut peut être généralisé comi 
Si deux surfaces intégrales ont un contact d'ordre m en 
éUes ont un contact du même ordre tout le long de 
caractéristique issue de ce point et tangente en ce poin 
tangent commun à ces deux surfaces. En effet, soit S u 
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intégrale obtenue en élîminaat a entre les deux équatimis 

CoQsidéroas la caractéristique correspondant à la valeur a, du para- 
mètre a, les valeurs de p et 9 en un point x, y, z de cette caractéris- 
tique seront données par les formules 

d\ dV ^ dV àfi „ 

dx ' âz oy dz 

et, par suite, ne dépendent que de a et ^ (a) ; en dilTérentiant ces 
équations, on verra que les valeurs des dérivées secondes r, s, t ne 
dépendent que de a, f{a), f (o), f (a); d'une manière générale, 
les dérivées jusqu'à l'ordre m de s par rapport k xelk y ne dépen- 
dent que des m premières dérivées de f{a). 

Soit alors S' la surface intégrale obtenue en prenant b = f (a); 
pour que les deux surfaces »ient un contact d'ordre m en un point de 
la caractéristique, il faudra avoir 

»(«.)=/■ (».). 



et, par suite, si les conditions sont vérifiées en un point de la 
caractéristique, elles seront vérifiées tout le long de la caractéristique; 
d'où résulte la proposition énoncée. 

74. Pour terminer ces considérations sur les caractéristiques, 
nous allons montrer comment on peut retrouver leurs équations 
di lièrent iel les en exprimant que ce sont des courbes situées sur une 
surface intégrale et tangentes en chacun de leurs points à la géné- 
ratrice de contact dti plan tangent en ce point avec le cône (T) 
correspondant. L'équation du plan tangent au cône (T) relatif à un 
point X, y, z est 

Z-! = p(X-i)+.5(ï-v), 
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OÙ p et g sont liés par la relation 

La génératrice de contact de ce plan avec le cône (T) a 
équations 

X~x Y — y Z — z 



F Q Pp + Qq 

Pour que la caractéristique soit tangente à cette droite 
d'abord que l'on ait 

dx dy dz 

<=» T = i = P?TQ, = '"' 

en désignant par dt la valeur commune des rapports. Poi 

et dq, rappelons-Qous que la courbe est située sur une si 

grale. De l'équation 

F {x, y, z, p, q) ^ 0, 

on déduit 

X + Zp + Pr + Qs = 0, 
y-HZ? + Ps + Qt =0, 

en posant 

_d^ _ d^z ._^ 

dx^ âx dy dy* 

Remplaçons dans ces expressions P et Q par leur» val 
de (5) : il vient 

(X + Zp) dt + rdx + sdy = 0, 
(Y + Zq) dt + sdx + tdy = 0, 
ce qui s'écrit 

(X + Zp)dt + dp = 0, 
(Y +Zg)dt+dg = 0, 

relations qui donnent dp et dq. 

75. Appliquons les considérations précédentes à la rei 
surfaces întégiales satisfaisant à des conditions géométri 
minées. 

Proposons-nous, par exemple, de trouver une intégi 
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par une courbe C donnée, non située sur l'intégrale singulière et 
n'étant pas une courbe caractéristique. Soit S l'intégrale cherchée 
et m un point de la courbe G ; en m il passe une intégrale complète 
tangente à S ; d'ailleurs, le plan tangent en m passe par la tangente m t 
à la courbe G en m et est tangent au cône (T) correspondant au 
point m. Donc, voici comment on obtiendra l'intégrale S : par mt on 
mène un plan tangent au cône (T) relatif au point m; on fait ainsi 
correspondre à chaque point m un plan P, puis on cherche l'intégrale 
complète passant en m et tangente au plan P : l'intégrale S sera 
l'enveloppe de toutes ces intégrales complètes lorsque le point m 
décrit la courbe G. Si on peut mener plusieurs plans tangents au 
cône (T) par mt, on aura plusieurs nappes de surfaces intégrales 
passant par (G). Soit G la génératrice de contact du plan P avec le 
cône (T), la surface S est aussi le lieu de la caractéristique issue 
de m et tangente à G quand m décrit la courbe G. 

Traduisons analytiquement cette construction. Soient cc^, t/o> ^o '^^ 
coordonnées de m, p^^y q^ les coefficients angulaires du plan P. On 
devra avoir d'abord 

F (aco, yo> ^oj Po» 9o) = 0» 

puisque le plan P est tangent au cône (T) de sommet ac^, y^^ z^. Soit 
u le paramètre variable dont dépendent les coordonnées d'un point 
de la courbe G; pour que le plan P passe par la tangente mt, il 
faudra que l'on ait aussi 







£^_ àx^ dy 

du "~^' du '^^'^ du' 

De sorte que la construction géométrique indiquée plus haut revient 
à prendre le lieu des caractéristiques issues des éléments (a?^, i/^, z<„ 
i^o) ^o) ^^i vérifient les relations précédentes. On retrouve précisément 
la méthode de Gauchy (§ 48). Nous avons vu que la valeur de z était 
développable pourvu que la quantité 



' du ^"^ du 

ne soit pas nulle. Mais le raisonnement né s'applique plus si cette 
expression est nulle pour un point de la courbe G ; il est aisé de s'en 
rendre compte. Les cosinus directeurs de mt sont proportionnels 
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dx, 

an ait 

si donc l'expression précédente était nulle, mt coïnciderait a' 
Supposons qu'en un point particulier m de la courbe G, mt st 
génératrice du cône (T); en un point infiniment voisin m' pris 
on peut mener par la tangente m't' deux plans tangents 
infiniment voisins, qui coïncident quand m' vient en m. A t 
de ces plans tangents correspond une nappe de surface inl 
passant par G, et ces deuï nappes viennent se raccorder au pt 
qui doit être, par conséquent, un point singulier de la s 
intégrale. 

Un cas particulier intéressant est celui où la courbe G est tai 
en chacun de ses points au cane (T) correspondant; on obt 
une intégrale passant par cette courbe en prenant le lie 
caractéristiques tangentes à C. 

Si la courbe G était située sur l'intégrale singulière, il y aurai 
intégrales répondant à la question, tangentes l'une à l'autre; <i 
l'intégrale singulière, et ensuite l'enveloppe 'des intégrales con 
tangentes à l'intégrale singulière tout le long de la courbe C. 
si la courbe G est une courbe caractéristique, il y aura, nous i 
vu, une infinité d'intégrales répondant à la question. 

Proposons-nous, de même, de trouver une intégrale tangenti 
surface donnée (Z) qui n'est pas elle-même une surface intégr: 
cherchera pour cela une courbe C située sur la surface don 
telle que (S) soit tangente en chacun de ses points au cône (T) 
pondant. L'intégrale demandée sera l'enveloppe des intégrale 
plètes tangentes à la surface Z le long de la courbe C. Si la suri 
était elle-même une surface intégrale, il y aurait évidemme: 
infinité de solutions. 

76. Courbes intégrales. — Les courbes caractéristiques 
équation du premier ordre sont tangentes en chacun de leurs 
à une génératrice du cône (T) relatif à ce point. Mais ce ne so 
les courbes les plus générales jouissant de cette propriété; en» 
Y-- 



\^^ y, ï> 



^- .|5|) = o 



est l'équation du cône (T) de sommet {x, y, z), pour qu'une 
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possède la propriété précédente, il faut et il suffit que les coordonnée; 
Xy y, z vérifient l'équation unique 



/ dz dy\ ^ 



La solution générale de cette équation comporte une fonction arbi- 
traire, car si on pose 

!)> (x) étaut une fonction arbitraire de x, on a pour détermiaer y une 
équation différentielle du premier ordre 



,^x,s,<.(»),f (»),^) = 



Nous appellerons courbes intégyales les courbes satisfaisant à cette 
condition. 

Monge (<) a montré que, si on sait Intégrer une équation aux 
dérivées partielles du premier ordre, on a immédiatement les courbes 
intégrales. Considérons, en effet, les courbes dont les équations sont 



où on a posé b = ç (a); ces courbes ont une enveloppe que l'on 
obtient en éliminant le paramètre a entre les trois équations 

d\ 

âa ' 

'■ à^lb "^ '■•^'-^db* ^^ ^"^J "^ db "* 

et cette enveloppe est évidemment une courbe intégrale. D'un autre 
cité, on a vu au paragraphe précédent que les caractéristiques 
tangentes à une courbe intégrale engendrent une surface intégrale. 
Les formules (6) représentent donc toutes les courbes intégrales. Ces 
formules dépendent bien d'une fonction arbitraire ç ; mais il est à 
remarquer qu'en général, quelle que soit la fonction if, elles ne 

(■) Uimnirea de fAcailmie iet ScUncei, 1784. 
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dûiiiieroiit jamais les caractéristiques. La courbe iiit^rale (6) n'p<it 
autre chose que l'enveloppe des courbes caractéristiques située: 
la surface intégrale dëfmie par les deux équations 

par analogie avec le cas des surfaces développablcs, on l'ap 
encore Varéte de rebroussemcnt de la surface. M. Darbous a d'ail 
montré que c'est bien cITectivement une àrèle de rebroussement 
surface, c'est-à-dire une li^'ne suivant laquelle deux nappes < 
surface se raccordent. Ce qui précède nous montre, en outre; 
la condition nécessaire et suffisante pour qu'une infinité simp 
caractéristiques engendre une surface intégrale est que ces cai 
ris tiques aient une enveloppe. 

Esemplï:. — Considérons l'équation du premier ordre qui a 
pour intégrale complète les plans 

{i~a*)x + k{i-h a') z+2ay + b = 0, 

qui sont les plans parallèles aux plans tangents du cône 



les caractéristiques sont les parallèles aux génératrices de ce 
et les courbes intégrales vérifient l'équation 

dx' + dy* ^ fc' dz*. 

Pour avoir ces courbes, je pose b = 4 f{a), et les formule 
deviennent 

■ (1 - «•) a; + A (I + a*)s + 2ay + if {a) = 0, 

— ax -h kaz + y + 2/" («) = 0, 
( ~-x + kz-h2f' (a) = 0. 



On en tire 



■ x = (l-a')r(<.) + 2or(<.)-2/-(«), 

( *2 = - (1 + «■) r («) + 2<. r (o) - vw- 



G. Lffoiis. 
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mine il est aisé de s'en rendre compte, ne peuveut 
ïs parallèles aux génératrices du cône. Si on prend 
iules donnent les coordonnées d'un point d'une 
l'arc de cette courbe exprimés au moyen d'un 
ucune quadrature. Si on prend fc' = — 1 , on a les 
rbes minima qui satisfont a la relaLion 

dx* + dy* + dz* =0, 

n rôle si important dans la théorie des surfaces 



unie V des Matheniatischc Annalen, M. Sophus 
^rtain nombre de propriétés des courbes intégrales. 
ieuses est la suivante : Toute courbe intégrale a 
scond ordre avec les surfaces intégrales qui lui 



F (^. y. =) P> 9) = 
premier ordre et 

z = o{x, y) 

raie S de cette équation. Soit M un point de cette 
n tangent en M, G la génératrice de contact dit 
le (T) relatif au point M, et I une courbe intégrale 
tangente à la droite G. La courbe I satisfait au 
ns différentielles 



dx dij dz 



= dt, 



P Q i'p-i-Qq 

ent des fonctions de a; et y définies par la rela- 



Infralo, s[ uns courbe inlé^rala a un cotitect d'ordre n avec un* 
m eoaloct d'ordre (■ * 1) «vee taule surface InUgrata pa^nt par 
anl donnée uiio équation quoleonqao du premier ordre, il t aura, 
, des courbes intégrales ayant en chacun de leurs paints un contact 
earaclérlstique lanBcnlo et par sailo un contact du troislÈme ordre 
des qui leur sont tnnsrantes. iDsrboux, JOr. ci/., p. 47.) . 
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tion (7) jointe à une autre relation de forme arbitraire 
(9) «f (x, y, z, p, q) = 0, 

qui dépend de la courbe intégrale considérée. Soient d' 
les différentielles secondes de a;, y, z relatives à un dép 
la courbe I, on aura 

dz=p dx -h q d'j, 
d': — p d'à; — g d'y = dp dx + dq dy 

et par suite, 

d*z — p d*x — q tJ'y =:\P dp + Q dq \ 

Puisque p, q satisfont à la relation (7), on a 

X dx -h Y dy + Z dz + P dp + Q dq = 
d'où 

d'z~pd*x — qd*y = — \Xdx + yd>j + 2 

Soient, d'autre part, r, s, t les dérivées secondes de ; f 
de la surface S; on aura 

^ \+p2 + Pr + QB = Q, 
{ Y +gZ +P8 + Qé = 0, 
ou 

(X + pZ)dt + r dx + sdy = 0, 

(Y + ql) dt + sdx + tdy = 0, 

en remplaçant P, Q par leurs valeurs tirées des équatio 
conclut, en multipliant les deux relations par dx et o 
ment et en les ajoutant, 

d( [ X dx + Y dy + Z d3 { + J- dx* ^- 2s dx dy -i 

On a donc les deux relations suivantes ; 

( dz — p dx — qdy =:0, 

{ d'î — pd'x — qd'y — 1- dx' — 2s dx dy — 

Ces deux équations expriment qu'il y a un contact du 
enlxe la courbe I et la surface S au point M ; car, si on 

3 = î — ç (x, y), 
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I, œ, y étant supposées remplacées par les coordonnées d'un point 
de la courbe I, ces deux relations expriment que l'on a, j)our le 
point M, 

d5 - 0, d'^ = 0. 

On tire de cette proposition des conséquences iutéressanles. Consi- 
dérons un complexe de courbes 

( f (x, y, :, fl, b, c) = 0, . 
( f,{x,y,z,a,h,c) = 0. 

Par chaque point de l'espace il passe une infinité de courbes de ce 
complexe, dont les tangentes forment un cône (T) ayant le sommet 
en ce point. Les surfaces tangentes en chacun de leurs points au 
cône (T) correspondant vérifient une équalion aux dérivées partielles 
du premier ordre, dont les courbes du complexe sont des courbes 
inlégrales; d'ailleurs il est évident qu'il existe une infinité de com- 
plexes conduisant à la même équation aux dérivées partielles. Pre- 
nons, en particulier, un complexe de droites; le cône (T) sera dans 
ce cas le cône formé par l'ensemble des droites qui passent en un 
point. Soient S une surface intégrale, M un point de cette surface et 
MT la tangente en ce point à la courbe caractéristique située sur la 
surface qui passe en M; MT, étant une courl>e intégrale, d'après ce 
que nous venons de dire, aura un contact du second ordre avec la 
surface S. Les caractéristiques sont donc des courbes telles qu'eu 
chacun de leurs points la tangente a un contact du second ordre 
avec la surface S : ce sont par conséquent des litpics asymptotiqaes 
de la surface. Il y a un a,utre cas où les caractéristiques sont des 
lignes asymploliques des surfaces intégrales ; c'est celui des équations 
linéaires dont les caractéristiques forment une congruence de droites. 
M, Lie a d'ailleurs montré que les deux cas que nous venons de citer 
sont les seuls où cette circonstance se présente. 

Revenons au cas précédent ; les différentielles dx, dy, dz sont les 
mêmes pour la courbe intégrale I tangente en M a la caractéristique C 
et pour la courbe C elle-même. Puisque la caractéristique est une 
ligne asymptotique de la surface S, on a 

r dx* -F 2s dvC rfy -t- t dy* = 0; 
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par Suite, on a pour la courbe I 

d'z — p d^x — q d'y :=;0, 

relation qui exprime que le plan tangent au cône (T) 

Z-z=j>(X-a:) + g(Y-y) 

est le plan osculateur à la courbe I au point M. On peut do 
la proposition suivante : Lorsque les taiigentes d'une com 
lienne7it à mi complexe de droites, le plan osculatew « 
de celte courbe est le plan tangent au cône du complei 
la tangente à la courbe en ce point. 

7B. Étant donné un complexe quelconque de courbes dar 
il est évident, d'après ce qui précède, qu'il n'existe pas, er 
d'équation aux dérivées parlielles du premier onlre dont o 
soient les caractéristiques. En effet, à ce complexe de cour] 
pond un système de cônes (T) et par suite une équation au 
partielles bien déterminée 

(10) F{x,y,-,P,q)=0, 

dont les courbes proposées seront simplement, en général, d 
intégrales. 

Mais on peut donner des courbes caractéristiques une 
géométrique, indépendante de toute surface intégrale, qui lei 
des autres courbes intégrales. A tout complexe de courbes i 
un sysième de cônes (T) et, par suite, un système d 
planes (C). En cliaque point M d'une des courbes du compi 
dent menons le plan tangent P au ciîne (T) suivant la t 
cette courbe. Quand on se déplace sur cette courbe, ce plai 
loppe une surface développable; pour que la courbe consi 
une caractéristique, il faut et il suffit que la génératrice 
surface développable qui passe en M sot( précisément la 
en H à la courbe (C) du plan P, D'après ce qu'on a vu 
sur les développables caractéristiques, cette propriété appai 
aux courbes caractéristiques. Elle n'appartient pas à d'autn 
intégrales, car, si on l'exprime analytiquement, on est coai 
sèment aux équations différentielles des caractéristiques. 
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Pour toute courbe intégrale on a d'abord 

dx dy dz 



(«) 



dp dq dp dq 



Le plan langent au cône (T) suivant la tangente à cette courbe a pour 
équation 

Z - z = p (X - x) + g (Y - 1/), 

« 

et la génératrice de contact de ce plan avec son enveloppe s'obtiendra 
en joignant à Téquation précédente la relation 

— dz :=z dp Qi — x) -b dq {Y — y) — p dx — q dy^ 

c'est-à-dire 

dp (X — x) 4- dq (Y — 2/) = 0. 

Cherchons de même la langente à la courbe (C) du plan P, repré- 
sentée par les équations 

F (X, Y, Z, p, g) = 0, 
Z — z = j9 (X - x) + g (Y — î/), 

X, Y, Z désignant les coordonnées courantes. La tangente à cette 
courbe au point (x, y, z) sera définie par les deux relations 

^dX + ^dY + ^^dZ = 0, 
dx dy dz 

dZ=pdX + qdYy 
d'où on tire 

/dF à¥\ ^^ /dF dF\ ,^ ^ 

{rx-^^Tz)'''-^{d^'^^di)'^ = '' 

Pour que cette tangente coïncide avec la génératrice précédente, il 
faudra que Ton ait 

dp dq 



-^■^^•^■^^^M*^ 



^F ^F ^F dF' 

dx dz dy dz 

ces relations, jointes aux formules (11) et à l'équation dF = 0, con- 
duisent précisément aux équations diffërentielles des caractéristiques. 
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79. Solutions Bingulières. — Soit 
(12) V {x, y, z, a, 6) = 

une intégrale complète d'une équation du premier ordre 
que ces surfaces admettent une enveloppe définie par l'é 
jointe aux équations 

<-) 1-:=°. S-. 

et qu'elles touchent cette enveloppe en un point ou en un 
de points. A tout système de valeurs des paramètres a et 
un point M de cette enveloppe S où cette enveloppe est 
la surface V correspondante. En tout point M (a,, fc,,) 
une infinité de caractéristiques tangentes à 2, car si "on 
caractéristique définie par les équations 

cette caractéristique passe au point M, quel que soit e, el 
ment tangente en ce point à Z. A toute direction de L 
surface S au point M correspond un système de valeurs i 
tielles da et db qui définissent cette direction. Soient C 
courbes tracées sur la surface 2 et passant au point M, i 
Sft les différentielles correspondant lespectivement au 
en M à C et C. L'intégrale complète tangente à 2 en d 
infiniment voisin de M, situé sur C, coupe l'intégral 
tangente à S en M, suivant la caractéristique que l'on 
prenant pour la constante c la valeur c =:z~- Chercher 
qui doit exister entre les différentielles db, da, St>, i 
cette caractéristique soit tangente à la courbe C au p 
différentielles dx, dy, dz relatives à un déplacement 1 
sont données par les relations 

— da; + T— • du + -;- dî = 0. 
dx dy dz 

{^^){-^-^'dx-h---^-dy + -^~~dz-h-T-7da + — 
^ dadx àaây da dz da* de 

d*\ , d'V ^ d*V ^ d'\ ^ 

[àbàx dbdy ^ .àbàt dadb 
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Pour un dt^placement le long de la caractéristique on a 

l -r— dx + TT— d« + ^— di = 0, 
i dx ay az 

(^S) , ^-r. dx + .~-r^ dy + j~rz dz 



i da dx 



Èb r à*^ o 



Les valeurs de dx, dy, dz tirées des formules (14) et (15) devront 
être les mêmes, ce qui donne la relation 

da' . oaab^ ab* 

Cette relation fait correspondre à toute tangente M |a issue du point M 
une autre tani^ent£ M/ et, comme elle est symétrique par rapport 
aux différenlielles d et 5, cette correspondiyice est réciproque. On 
définit ainsi sur la surface 2 un système de lignes analogues aux 
lignes conjuguées sur une surface quelconque. Pour que les deux 
tangentes correspondantes se confondent, il faut avoir 

d'V (?'V d'V 

14 ^a' + 2 -^ dadh^tl dV = 0, 

âa* da ah db* ' 

et on a ainsi deux séries de lignes, tracées sur la surface Z, analogues 
aux lignes asymptotiques, La théorie qu'on vient d'indiquer se réduit 
d'ailleurs à la tliéorie ordinaire des lignes conjuguées si l'Intégrale 
complète est un plan. 

Remarque. — Dans ce qui précède, nous avons supposé implici- 
tement que la relation 

/ d'Y y ^ ^ _ 

\dadb) da' âb' ~ 
n'était pas satisfaite, car, si elle avait lieu, le rapport ---» qui est 

donné par la formule 

d'V Î6 d^ 

db__ âaàbia'^ da* 

da~ ^Sb d'V ' 

dd' Sa dadb 
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serait indépendant de — • Dans ce cas, toutes les caractérieti 

passant en M seraient tangentes; ce serait un cas analogue à 
des surfaces développables où )a caractéristique du plan tangen 
toujours la g^énératrice. Considérons, par exemple, une surface i 
conque (S), un des systèmes de lignes de courbure de celte sut 
et toutes les sphères tangentes à la surface et ayant pour centre 
centres de courbure principaux correspondant au système de li 
de courbure considéré. Imaginons qu'on ait formé l'équation du 
mier ordre qui admet te système de sphères pour intégrale 
plète, (£) sera la solution singulière de cette équation. Soient 1 
point quelconque de la surface (L), C la ligne de courbure du sys 
considéré qui passe en M, MT la tangente à cette ligne de court 
le centre de courbure correspondant, S la sphère de centre 
gente en M à (2), MT' la tangente à la seconde ligne de coui'bur 
passe en M. Prenons sur (X) ua.pciint M' infiniment voisin A 
soient O' le centre de courbure principal correspondant et S' la sj 
de centre 0' tangente en M'. Les doux sphères S et S' se coi 
suivant un cercle c dont le plan est perpendiculaire à 00'. 
limite, la droite 00' est située dans le plan tangent en à la su 
lieu des centres de courbure principaux, c'est-à-dire dans le plan M 
La tangente à la caractéristique est donc la droite MT, de qut 
façon que le point M' se rapproche indéfiniment du point M. 

80. L'intégrale singulière de Lagrange possède donc les 
propriétés suivantes : 1° elle est l'enveloppe de toutes les a 
intégrales;' 2° par chaque point de cette surface, il passe une in} 
de caractéristiques qui lui sont tangentes; 3° par toute court 
cette surface passent deux intégrales tangentes, cette surface 
même et l'enveloppe de toutes les intégrales complètes qui lui 
tangentes le long de cette courbe. 

Ces deux dernières propriétés permettent facilement de dédui 
solution singulière de l'équation aux dérivées partielles elle-mëm 

l"Soit 

Fix,y,z,p,q)=(i 

une équation du premier ordre, x^, y^, z^, p^, q^ un éléi 
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quelconque de Tintégrale singulière (S) de Lagrange; il faudra que 
le système d'équations différentielles 

dx ây dz — dp — dq 

T "" "Q" ■" Pp + Qq "" X 4-pZ "^ Y-f.gZ 

admette une infinité d'intégrales correspondant aux valeurs initiales 
^09 î/oj ^01 Poi ^0* ï^ ^^^* évidemment pour cela que cet élément 
annule tous les dénominateurs, car si, par exemple, Pp était différent 

dy dz dp dq 
de 0, on en tirerait pour -=^ > -r- » -r^ ' 3^ wh seul système de 

*^ dx dx dx dx 

valeurs finies et bien déterminées dans le voisinage de ces valeurs 

initiales et, par suite, un seul système de valeurs pour y, z, p, g. 

Donc tout élément de (Z) doit satisfaire à la fois aux cinq équations 

F = 0, P = 0, Q = 0, X+pZ = 0, Y4-gZ=0. 

2° Servons-nous de même de la troisième propriété de l'intégrale 
singulière. Soit C la courbe d'intersection de (Z) par un plan parallèle 
au plan des yzj ayant pour équations 

x = x,, z=z(^ (y). 

Tous les éléments ce, y, z, p^ q de la surface (2), le long de la 
courbe C, sont bien déterminés; en particulier, on aura g = ^' (y). 
Si ces éléments n'annulaient pas P, on pourrait résoudre l'équation 
F r= par rapport à p et la mettre sous la forme 

p = ^(x, y, z, g), 

^ (x, y, 2, q) étant une fonction développable, et alors, en vertu du 
théorème de Cauchy, il existerait une fonction z, et une seule, qui 
satisferait à cette équation et qui, pour x = x^, se réduirait à 9 (y). 
Si donc il passe detwc intégrales tangentes l'une à l'autre par la 
courbe C, il faut nécessairement que tous les éléments de (2) annu- 
lent P. On verrait de même, en coupant la surface (2) par un plan 
parallèle au plan des zXy qu'il faut avoir Q = 0. L'intégrale (2) doit 
donc satisfaire aux trois équations 

(16) F = 0, P = 0, Q==0. 



k 
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On en conclut aisément, comme nous l'avons vu (g i 
tatisfait aussi aux équations 

(17) X + pZ = 0, Y + ql = 0. 

L'intégrale singulière de Lagran^e satisrait donc aux éq 
ont été prises plus haut pour définition des int^rales sing 

81. S'il existe une intégrale singulière 
R (x, y, z) = 0, 
pour tous les points de celte surface les cinq équations 
F = 0, P = 0, Q = 0, X + pZ = 0, Y + 

admettront une solution commune en p et g. Réciproqu 

existe une surface telle que, pour tout point de cette surfa 
équations précédentes admettent une solution commune 
cette surface est une intégrale singulière. En effet, pour te 
menl sur cette surface, on aura 

X dx + Y dy -h Z ds + P dp + Q dg = 0. 

ou, en tenant compte de ces relations, 

Z(dz—pdx — qdy) = 0. 

Si z n'est pas nul pour ces valeurs de p et q, on en conclu 
sont les coefficients angulaires du plan tangent it la surface 
qui est, par suite, une intégrale singulière. Mais si Z 
raisonnement ne s'applique plus. 

Toute intégrale singulière d'une équation aux dérivées | 

F {x, y, z, p, g) = 

devant vériGer les cinq équations (10) et (17), il seml 
cela, qu'une équation F ^ prise au hasard n'admettra paf 
singulière, puisque cinq équations ne déterminent, en géi 
nombre fini de systèmes de valeurs pour cinq variables. 
comme ces cinq équations ont été obtenues avec les dérivé 
d'une même fonction, ce point pourrait donner lieu 
incertitude. 
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On peut rendre le raisoimemeot plus précis. Si la fonction F n'a 
pas été prise d'une façon particulière, l'éliminatioii de p et de g 
entre les trois équations 

F = 0, P = 0, Q = 
conduira à une certaine relation R (x, y, :) r= qui donnera 
l'inHégrale singulière de l'équation F = 0, si elle existe. Prenons 
maintenant l'équation 

F (x, y,z,p + a, q + b) = 0, 

où o et & désignent des fonctions quelconques de a:, y, z. L'élimination 
de p et de q entre cette équation et les relations 

dT{x.y,z,v+a,q+h) _ ^ dY(x,y,z,p + a,q + h) _ ^ 

dp ' àq 

conduira évidemment au même résultat, 

R (a;, !/, s) = 0, 

U est clair que la surface représentée par cette équation ne peut 
satisfaire à l'équation précédente, quels que soient a et b. On conclut 
de là qu'une équation aux dérivées paHicUes pi-ise au hasard ou 
formée directement d'une manière quelctmque n'admet pas d'une 
façon normale d^intégrale singulière. 

Les conclusions qui précèdent paraissent être en désaccord avec la 
théorie de Lagran^e. En effet, il semble, d'après ce que nous avons 
dit, qu'en prenant l'enveloppe d'une intégrale complète V (x, y, s, 
a, b) = 0, on a toujours une intégrale singulière. Ce désaccorf n'est 
qu'apparent, car le raisonnement de Lagrange suppose que l'intégrale 
complète a effectivement une enveloppe ou, en d'autres termes, que 
, àW àV 

'"3"' TI* 

da ab 

la théorie des enveloppes, ce qui n'arrivera pas nécessairement. 

Les théorèmes généraux de Gauchy nous apprennent bien qu'il 
existe une infinité d'intégrales complètes holomorphes dans un 
certain domaine, mais rien ne prouve que ces intégrales complètes 
seront continues dans une étendue suffisante pour qu'on puisse leur 
appliquer la théorie des enveloppes. Nous pouvons même affirmer, 
d'après ce qui précède, qu'il n'en sera pas généralement ainsi. 
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82. Étudions mamtenant d'un peu plus près les diverses 
tances où i'équation du premier ordre 

admet une intégrale singulière. Nous avons vu dans les pan 
précédents que cette intégrale satisfait aux cinq équations (16 
Supposons donc qu'il existe une intégrale singulière (2) et S' 
point de celte surface. Les ùquations de la normale M N en M 
à (Z) sont 

X — x Y — 1/ Z-5 



oiip elq satisfont aus équations (-16) et (17). L'équation du 
normales, relatif au point M, est 



et les relations 



-fcl) = ». 



= 



expriment que la normale à la surface (Z) est une généi'atrici 
du cône des normales relatif au point M. Donc, pour qu'une i 
soit singulière, il faut et il suffit que la normale en chaqt 
soit une génératrice double du cône (N) relatif à ce point. 
En général, le cône (N) relatif à un point quelconque de 
n'admettra pas de génératrice double. Pour savoir s'il es. 
intégrale singulière, on cherchera donc d'aboi'd le lieu des p 
l'espace pour lesquels le cône des normales correspondant ad 
droite double. Ce lieu s'obtiendra en éliminant p et q e 
équations {16). Soit R {x, y, i) = le résultat de cette élinr 
Pour que cette surface soit une intégrale singulière, il fa 
outre que la normale en chaque point soit précisément I 
double correspondante, ce qui serait exprimé, il est aisé de 
par les relations 

X + pZ=^0, y + qZ = Q, 

p, -ï, — 1 étant les paramètres directeurs de la droite double 

Si le cône des normales relatif à un point quelconque de 1' 

toujours une génératilce double, les équations (16) ne sei 
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distinctes et l'élimination de p et de g entre ces équations conduira 

à une identité. Soient A, B, G les paramètres directeurs de la générar 

un point quelconque M. A, B, C seront 

y, z, définies par les équations (16). S'il 

i, elle devra salisfaire â la relation 

Bdy + Cdi~0, 

er les équations 

A ^__5, 

C' âtj~ c' 

■■z_ _ d^z 
d'j~âvâx' 



tentiqucniciit vérifiée, elle fournira une 
la fonction c définie par cette relation 
îrentielles totales, elle fournira une inlé- 
y aura pas d'intégrale sinjfulière. Si la 
) est vérifiée identiquement, l'équation 
) admettra une intégrale 

{xyz) = c, 

arbitraire c, et il y aura une infinité 

irche à suivre pour rechercher les inté- 
lera p et q entre les trois équations (16). 
duit à une relation 

(x, y, z) = 0, 

quement, on examinera si la fonction z 
sfait aux trois équations 
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S'il en est ainsi, elle donne une intégrale singulière; d 
contraire, il n'en existe pas. 

2" Si l'élimination de p et q| entre les trois équations 

F = 0, P = 0, Q = 0, 

conduit à une identité, on cherchera directement, par l'api 
la méthode générale, s'il existe des intégrales communes 
équations. 

Exemple I. — Considérons l'équation 

on a 

P = g, Q=p. 

Donc s = est une intégrale singulière. En effet, l'é* 
cdne des normales est 

(X-x)(ï-!/) _ 
(Z-2)' - • 

Pour î := 0, ce cône se décompose en deux plans X 
Y — y = dont l'intersection est perpendiculaire au pi 
D'ailleurs, nous avons vu (§ 41) que 

= = (x-<.)(»-l,) 

est une intégrale complète formée de paraboloides hyj 
tangents au plan des xy. 

Exemple II. — Soit 

¥ = pq -^ s + ax -h b'j — Oy ab^O; 
on a 

. P = q, Q=p. 

L'élimination de p et ç entre F = 0, P=0, Qr=0 donn 

z ^ ax -\- by, 

qui ne satisfait pas à l'équation proposée; il n'y a donc pas 
singulière. 
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Exemple III. — Soit encore 

P=(.-iy-.f=o. 

Il faut lui adjoindre les deux équations 

= --? = 0; 



P = -2p(.-f) = 0, 



ces deux équations se décomposent en deux systèmes : 
1" p=0, q=0, 

qui donne l'iiitégiate singulière z :=0; 

2" z — ^=0,q = 0. 

Lfis valeurs de p et g tirées de ce système vérifient l'équation F ^ 0. 
Cherchons si ces deux équations admettent des intégrales communes. 
La seconde équation nous montre que z ne dépend pas dey; s doit 
alors satisfaire à la relation 

--(£)■=». 

d'où on tire, en intégrant, 

- = ^"^ - ''^' . 

A ce second système correspond une infinilé de solutions singulières. 
Une intégrale complète de l'équation proposée est 

_ (^ - ")■ ^ (■/ - hf 
2 "^ 3 

En appliquant le procédé de Lagrange, on trouve, en éUminaut o et b 
entre cette équation et les deux équations 

x~a = 0, y-b=0, 

l'intégrale singulière 
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de Lagrange. On l'obtient en prenant l'en' 
complètes pour lesquelles a est une constante 
manière générale, chaque fois qu'une équatioi 
de la forme 

oF; + bF; + cF{ = 

où m, n, p sont des nombres entiers supéri 
int^^les singulières en cherchant les inté; 
équations 

F, = 0, F, = 0, F, : 

83. Étant donnée une équation différentiell 
ordre 

F (X, y, y') = 0, 

on sait que l'élimination de y' entre cette équ. 



conduit à une équation 

qui repréaenÉe, en génét-al, un lieu de points 
les courbes intégrales ('). M. Darboux a^dém 
à fait anali^ue pour les équations aux dérivé 
ordre. Si R (x, y, s) — est le résultat de ■ 
entre les trois équations 

F = 0, P = 0, Q = 

la surface R (x, y, z) = est, en général 
rebroussement des courbes caractéristiques. 
n est évident, d'abord, que cette surface, éi 
des cônes (N) qui ont une droite doubte, est 
des axes. Cela posé, prenons pour origine ui 
pour axe des z la droite double correspon 
F = pour 

x=sy = z=.p = q = 

(1) UsrbDux, BBlUlln dt> Scinea mBlhémtliqan tl Mrm 
G, Lfcm: 
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F est donc de la forme 

F = ax + by -h cz -b p {a^ X -h V y -{- c' z)-hq{a'x + Vy + c'z) 

9 {^> y y ^} P'i 9) ^6 co&tenant que des termes d'un degré au moins 
^al au second. F ne contient pas de termes du premier degré en 
p et g, puisque P et Q doivent aussi s'annuler pour x = y = z =|î 
z= g = 0. On a alors 

P z=z a'x + Vy + dz -»- Ap + Bg 4- ~ » 

dp 

Q = a'x + h'y + c'z + Bp + Cg -H -r^, 

âq 

do 

ox 

Y = fe + yp + b'fl 4- T^> 

dy ' 

Z = c -I- c'p + c'a + ^• 
Les équations différentielles des caractéristiques sont donc 

— . = a'oj + b'y 4- c'z -h Ap + Bg + -r-^> 
dt ^ ^ ^ dp 

du do 

-^ = a'a? 4- b'y 4- c'z 4- Bp 4- Cg 4- ;r^» 
at </g 

— =p (a'x 4- b'y 4- c'z) 4- g (a'x 4- Vy 4- c'z) 4- Ap' 4- 2Bpg 
a t 

— *^ = a 4- a'p 4- a'î + P (c 4- c'p 4- c g) 4- j^ + P j^> 
— ^ = b 4- b'p4- 6'g 4- g (c 4- c'p .4- c'g) 4- ^ ^^Yz 

Étudions la caractéristique qui correspond aux valeurs initiales 
a; = i/ = 2==p = g==0et supposons, ce qui est permis, que la 
valeur initiale de t soit t = 0. Les quantités X 4- pZ, Y .4- gZ se 



%. 
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réduisent respectivement à a et & pour l'origine. Nous : 
que )a normale à rorigine à la surface R (a:, y, z) = 
l'axe des z, ce qui est bien le cas puisque, par hypo 
surface n'est pas une intégrale singulière. Alors, une ai 
quanlilés a et b sera différente de zéro. Soit, par eieni 
les deux dernières équations différentielles donnent, en ic 

p =: — at + ..., q = — bt + „., 

.... . n ^^ ^y ^^ 

on voit par suite que, pour t =: 0, a;, y, t, —i — > y- 



^mM^h H%.-<%. 



— (Ao + Bd), —{Ba-hCb). 

Les développements de x, y, z suivant les puissances croi 
commencent donc de la façon suivante : 

= - J (Aa -H Bft) (■ + ..., 



2 = - (Aa« + 2Ba& + Ch») t' + .... 

On en condut que, si on prend x comme variable indép 
développements de ^ et z suivant les puissances croiss 
commenceront de la façon suivante : 

( y — hx + ... 
( z =h'x\ + .... 

Ce qui montre bien que la caractéristique qui est tangenti 
au plan des xj/ a, en ce point, un point de rebrouss 
chaque point de la sur&ce R {x, y, i) = il passe donc i 
rislique déterminée, ayant un rebroussement en ce point. 
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84. Les propriétiés de l'inl^ale singulière de Lagrange ont été 
établies (g 79) ea admettant l'existence d'une enveloppe pour les 
intégrales complètes. Nous allons suivre maintenant une méthode 
plus rigoureuse en nous servant uniquement de l'équation aux 
dëiivées partielles elle-même. Supposons que les trois équations 

F = 0, P = 0, Q = 

admettent une int^rale commune. Prenons pour origine un point de 
l'intégrale singulière, pour axe des z la normale en ce point et soit 

z = <f{x, y) 

l'équation de la surface. Si on pose 

z = >f{x,y) + z', 

cette transformation n'altère pas les relations de contact et elle 
change une intégrale singulière en une intégrale singulière de la 
nouvelle équation. On peut donc supposer que la solution singulière 
est le plan des xy. Nous admettrons en outre que cette solution ne 
satisfait pas k la relation Z = 0, de sorte qu'on puisse mettre 
l'équation proposée sous la forme 

(20) F = z-n {x, y, p, q) = 0, 

^ (^1 Vi Fi 9) étant une fonction holomorphe dans le voisinage des 
valeurs 

x — y=p = q:=0. 

D'ailleurs, les équations 



devant être satisfaites parles valeurs z ^0,p=zO, ^ = 0, l'équalion 
proposée sera de la forme 



où tous les termes de ^ sont, au moins, du second degré en p et q. 
Étudions les courbes caractéristiques tangentes à l'élément 

X = y = Z=:p = q = 0.' 
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Les équations difTérentielles des caractéristiques sont ici 

dx dy _^ dz — dp — dq 

T ~ 75" ~ Pp-t-Qî ~ X-j) ~ Y^' 

où on a posé 

P = — , = — > X = — ) Y = — ■ 
dp àq ' dx dy 

Pour l'élément initial, tous les dénominateurs sont m 

suite, les valeurs initiales des . rapports — > ..., _^ soi 

dx dx 

minées. Pour lever cette Indétermination, introduisons u 
auxiliaire u en représentant la valeur commune de tous c< 
par — et faisons le changement de variables suivant : 

p=p'u, q = q'u. 
En remarquant que u* sera en facteur dans ^ (x, y, p, > 
poser 

ra (ic, y, p, q) = w*cj' (x, y, p', g'), 
— _ -^, à^ _ Y, à^ _ p, àa^ _ 
dx ^ ày ' dp' ' dq' 

On aura 

X = u*X', Y = u'Y', 

P = w'P' ^ = wP', Q = uQ'. 

Les équations différentielles des caractéristiques devienne! 

!dx dit dz . 

T^ = P', ï^=Q', 5^ = u U'P' +,'( 
du du du ' 

et, pour l'élément initial, les seconds membres ne son 
nuls. Nous pouvons, choisir arbitrairement les valeurs 
p' et q', car, quelles que soient ces valeurs, on aura toujo 
g := pour u = 0. Soient ot et ^ ces valeurs initiales; on 

F==Ap' +Bq' + .... 

Q' = Bp' +Cq' + ..., 
et, par suite, les valeurs initiales de P' et Q' sont h< 
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Bx + C0. On en conclut que les développements de x et y ordonnés 

suivant les puissances croissantes de te commencent de la façon 

suivante : 

X = (Aa -H Bp) u -h ..., 

y = (BoL -H Cp)M 4- ..., 

X '' ■ ' " ' KU "T" •••• 

Ceci nous montre qu'il existe non seulement une caractéristique 
tangente en chaque point à la solution singulière, mais bien une 
infinité. Toutes ces caractéristiques paraissent dépendre de deux 
paramètres arbitraires, mais en réalité elles ne dépendent que du 

rapport -9 car les équations différentielles ne changent pas si on 

remplace u par hu^ h étant une constante quelconque. Le coefficient 

angulaire de la tangente à la caractéristique à l'origine dans le plan 

des xy est 

Ba + Cp 

AaH-Bp* 

Si donc B* — AC n'est pas nul, cette tangente peut prendre toutes 
les positions possibles dans le plan des xy autour de l'origine et il 
existe une caractéristique tangente à toute droite passant par l'ori- 
gine dans le plan des xy. 

Soient 

Xo = ? (v), yo = ^ (v), ^0 = 

les équations d'une courbe quelconque située sur la surface singulière 
z = 0. Par tout point de cette courbe passent une infinité de caracté- 
ristiques tangentes au plan des xy. Comment faut-il associer ces 
caractéristiques pour qu'elles forment une surface intégrale? Soit 



x 



y 



=^ fi (^05 2/0» *' ^ 
Z ^=: f^ I Xq, . . . 



1 g 



16 1*^0? • • * 



ik. 
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Tmlégnile générale des équations différentielles des caractéristiq 
Nous savons que ces fonctions vérifient l'équation 

CI (x, y,p, q) — z ^ 0. 
De plus, on a 







^-^- 


dx dy 




Pour que 


'on ait une int^rale 


il suffira que l'on 


ut 






dz 






Posons 




-.^- 


dx dy 

'■di-Tv' 




on a 










dU 
du~ 


d*z 

dudv 


-''à^à. 


d'y dp 
^dudv du 


dx 


D'ailleurs, 


puisque 









d*t d'x â^y dp dx dq dy 

du dv "dudv " du dv dv du dv dw' 
il vient 

dU àp dx dqdy àp^'x dq dy 

du àv du dv du dudv dudv 

Remplaçons dans cette expression -r— j ■—■> -^i — par P, 
' '^ du du du du "^ ' 

— (X — p), — (Y — g) et il vient 

^-Mp^+Q^ + X^ + Y^-p^-g^i 
du u( dv dv dv àv ^ dv ^ àv ' 

d'où, en tenant compte de la relation n {x, y, p, q) := z, 



= u, «J • " . 
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Comme Up est toujours nul pour les valeurs initiales z® =0, jo* =0, 
q^ = 0, il semblerait d'après cela qu'en associant les caractéristiques 
tangentes au plan des xy suivant une loi arbitraire, on obtient 
toujours une intégrale^ Mais nous sommes ici dans un cas où l'objec* 

fv 

tion de M. Bertrand s'applique, car le facteur e"^^ est infini. Donc 
pour que U soit nul, il ne suffit pas que U^ le soit. En intégrant 
l'équation (21), il vient 

U = Cu. 

Pour que U soit nul, il faut donc avoir G = 0. Or, 



OU encore 



\du/^ dv \àv/^ dv 



Les développements de p et de g commencent par des termes de la 

forme 

/) = «« + ..., q = gu + .... 

La condition = prend donc la forme 

dv dv 

Cette condition détermine la valeur du rapport - tout le long de la 

courbe donnée. Il existe donc une intégrale différente de z = et 
tangente à l'intégrale singulière le long d'une courbe quelconque 
tracée sur cette surface. 

La condition précédente est vérifiée, en particulier, si on prend 
Xf^ = C*', t/p == C*«. On en conclut que toutes les caractéristiques 
qui passent par un point de la surface singulière engendrent une 
surface intégrale, tangente en ce point à la surface singulière. Cette 
intégrale joue le même rôle que l'intégrale complète dans la théorie 
de Lagrange. Nous retrouvons ainsi, par une voie plus rigoureuse, 
les propriétés fondamentales que nous avions reconnues plus haut à 
l'intégrale singulière. 



i : 






■< • 
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Remarque. — Si dans l'équation 

ï =: ra (j-, y, p, g) 
00 fait la substitution 

2 ^ î", 

z" se met en facteur et la nouvelle équation n'admet pli 
z' = 0, qui se trouve ainsi éliminée de l'équation. 

Nous n'avons examiné, dans ce qui précède, que les h 
plus générales oii Z et B* — AC ne sont pas nuls. Poi 
plus complète, nous renverrons au Mémoire de M. Darb 

85. Nous terminerons ces considérations sur les inté 
Hères en les appliquant aux équations qui se décomposen 
équations linéaires. Soit 

(22) Fix,y,z,p,q) = 

une équation du premier ordre où F désigne une foncti 
sable en n facteurs linéaires en p, q 

F = («,p -t- v,q - «.,) (w,p + v^q - «..) ... (tt,p -t 

Le cAne (T) rdatif à un point quelconque H de l'espact 
des n droites D„ D,, ..., D. qui passent en ce point 
paramètres directeurs u^, v,, w,; u,, v,, w,; ...; u„ 
l'équation (22) exprime que le plan tan^nt à une suri 
qui passe en M contient une de ces n droites. Les cou 
risliques forment, dans ce cas, non plus un complexe, 
ment une congruence, car par tout point de l'espace 
seulement. Ceci semble en contradiction avec les résuit 
que nous avons trouvent plus haut. Mais il est aisé < 
compte que si, au lieu de considérer les courbes ca 
seules, on considère l'ensemble formé par une courbe 
loppable caractéristique, cet ensemble dépend de troi 
arbitraires. En effet, soient 

{ (ic. y, ^) = a, T (aï) y» ï) = & 
les équations de la congruence formée par les courbi 
tiques. Pour avoir une surface intégrale, on établit ei 
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paramètres une relation a = II (&) et l'équation 

/'=n(?) 

donne une surface intégrale. L'équation du plan tangent à cette 
surface au point x, t/, z est 

en posant 






Cette équation peut s'écrire 



(23) ïî J2 P = c. 

On voit que le plan tangent ne dépend que du paramètre c. La 
forme même de l'équation (23) nous montre que si on considère un 
point M d'une courbe caractéristique C, par laquelle passent quatre 
surfaces intégrales Sj, S,, S,, S^, le rapport anharmonique des quatre 
plans tangents à ces quatre surfaces au point M est égal au rapport 
anharmonique des quatre valeurs correspondantes de c. Tout le long 
d'une courbe caractéristique c gardant la même valeur, on en conclut 
que le rapport anharmonique des quatre plans tangents est indépen- 
dant de la position du point M sur la courbe C. Si donc on se donne 
trois surfaces intégrales S|, S,, Sj, passant par la caractéristique C et 
le plan tangent en un point de C à la quatrième surface S^, le plan 
tangent à S^ en tous les autres points de C sera déterminé. Donc à 
chaque valeur de c correspond une développable caractéristique pas- 
sant par la courbe C. A toute .caractéristique on jjeut associer une 
infinité de développables caractéristiques dépendant d'un paramètre c. 
Cherchons les solutions singn' de l'équation (22). Le cône des 
normales se compose dans ( ystème des plans P^, P,, ..., P, 

perpendiculaires aux droites L n„. Si les droites Dj, Dj, . . . , D„ 



k. 
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sont dUtincteB, les seules droites doubles du cdne des normale 
les intersections des plans P„ P,, . .. , P,, pris deuï à deux. Pour q 
int^rale soit singulière, il faut que le plau tangent en chaque 
soit perpendiculaire à l'une de ces droites d'intersection, c'est- 
contienne deux des droites D,, D^, ..., D,. Ce plan tangent sei 
exemple le plan MD, D, : il sera donc parfaitement détermîn 
général, il n'y aura pas d'intégrale singulière de cette nature, c 
plans MD,D, sont parfaitement déterminés quand on se dot 
point M, et il n'y aura pas en général, comme nous l'avons i 
surface tangente en chacun de ces points au plan MD^D^ corn 
dant; une telle intégrale rentre d'ailleurs dans l'intégrale gén 
elle s'en distingue seulement en ce qu'elle admet un double 
de génération par les courbes de la congruence. 

Si deux des droites D,, D,, ..., D, sont confondues, par ex 
D, et D„ toute droite située dans le plan P, sera une généi 
double du cane des normales. On cherchera donc le lieu des 
de l'espace pour lesquels deux des droites D,, D,, ..., D, sont» 
dues et, si ce lieu est tel qu'en chaque point la droite double c 
pondante soit située dans le plan tangent, ce lieu sera une int 
singulière. 

Il est aisé de voir que, si la congruence des courbes caractéris 
admet une surface focale, cette surface focale sera une inti 
singulière de la seconde catégorie. Soient, en effet, 

f (x, y, z, a, b)d=0, ç (oc, y, z, a, b) = 

les équations de la congruence. On obtient la surface foca 
adjoignant à celles-ci l'équation 

D if, 9) „ 
D(a,fc) 

Soit alors x, y, z un point de celte surface. Pour tout déplao 
sur cette surface on aura 

dx ày àz âa do 

âx ây " dz da àb 
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OU, en éliminant da, db entre ces deux équations, ce qui est possible 
puisque 



db{dx ây dz J dh{àx. dy " dz ) 

Cette relation est vérinée, en particulier, pour tout déplacement sur 
la courbe de la congruence qui passe en ce point, car pour cette 
courbe on a 

iti^ + ^Idy + ^fdz^O, 
àx dy àz 

îli^ + Oj-dy + p-iz^O. 
ax dy az 

Le plan tangent à la surface focale contient donc la tangente à la 
caractéristique. Cette surface focale est donc une intégrale de 
l'équation linéaire. D'ailleurs, c'est une intégrale singulière, car, 
pour tout point de cette surface, deux des courbes de la congruence 
sont venues se confondre et, par conséquent, les m droites D ne 
seront pas distinctes. 

Exemple I. — Considérons l'équation 
(24) {pz—x)* — q*{x* + z* — \) = 0, 

qui peut s'écrire 

pz — x= ± q Kac' + ï' — 1. 
Les caractéristiques satisfont au système d'équations différentielles 

dx dz dy 



X ^ ± Ka:' + z' - 4 
dont on a immédiatement une înt^rale première 

Les caractéristiques sont donc des courbes planes dont le plan passe 
par Oy. Par tout point de l'espace, il passe deux caractéristiques 



CHAP. n. — ÉQUATIONS A TROIS VARIABLE 

situées dans le plan déterminé par ce point et l'ax 
plans passant par Oi/ sont donc des intégrales aiaf 
première catégorie. Pour avoir les intégrales de la seco 
cherchons le lieu des points pour lesquels deux di 
confondues. Ce lieu est le cylindre 

œ' + s' — 1 = 0, 
et la fonction 

définie par cette équation, ne satisfait pas à l'équatioi 
donc pas d'intégrale singulière de la seconde catégorie 
vérifier que les caractéristiques sont données par les d 



( y = Ka:' + z* — 1 — arc tg Kœ* + z* — '. 

et que le cylindre * 

X* + î* — 1 = 

est le lieu des points de rebroussement de ces caractëri 

EsEUPLE II. — Soit l'équation 

[p (x' + î' — 1) + qxyY = q*(i— z*) (x* + y' 

Cette équation exprime que, si on coupe le plan tat 
{x, y, z) par le plan Z = z, la droite d'intersection esi 
sphère 

** + y' + s' — 1 = 0. 

Les caractéristiques sont donc des droites parallèles au 
tangentes à la sphère. Tout plan z =: h est une intég 
de la première catégorie et la sphère elle-même est 
singulière de la seconde catégorie (§ 18). 

Reuahque. — Étant donnée une cangruence de cou 

f {x, y, z, a, b) =. 0, » (x, y, z, a, b) = 

la surface obtenue en joignant à ces équations la relatl 

D (a, (.)-"• 
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surface focale de la con^nieDce, est tangente, comme on sait, Ji 
cune des courbes de cette congruence. Il semblerait, d'après cela, 

toute équation aux dérivées partielles du premier ordre qui se 
impose en plusieurs équations linéaires doit admettre une intégrale 
pilière, la surface focale de la congruence formée par les courbes 
idéristîquea. Mais l'existence de cettesurface focale est évidemment 
ordonnée à certaines conditions de continuité pour les fonctions / 
), conditions qui se trouvent remplies dans la théorie ordinaire 

congruences, où l'on suppose, en général, ces fonctions aliré- 
{ues. Mais si ces courbes sont définies par leurs équations 
Ërentielles 

F (a:, y, z, y', z') = 0, * {x, y, z, y', z') = 0, 

, dy , dz 

dx dx 

fonctions F et 4> étant quelconques, les courbes intégrales n'ad- 
;tent plus d'une façon normale de surface focale et la surface 
enue en éliminant y' et z' entre les trois équations 

D {y, z') 

en général, le lieu des points de rebroussement des courbes 
igrales {*). 

Exercices. 

. Trouver les surfaces dont le plan taugent en chaque point M 
un angle constant avec la droite qui joint le point M à un point 
O. 

I. Trouver les surfaces dont les normales sont tangentes à une 
ère, 

(MONGE.) 

': Trouver les surfaces dont les normales sont tangentes à tin 
e de révolution. 

(MONOE.) 
Voir, pour U démoDstrtlIon, ititrieat Jaurtul of Mtiàanliet, vol. XI, p. Sïf. 
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i. Si les caractéristiques d'une équation non linéaire i 
lignes droites, ces droites sont les tangentes d'une suri 
développable et l'équalioD est de la forme F (p, g, 2 — px — t 

5. Trouver toutes les équations dont \a caractéristiqi 
situées sur des sphères concentriques. 

6. Trauver toutes les équations pour lesquelles les dével 
caractéristiques sont des cylindres ayant leurs génératrices [ 
à un plan fixe. Kn déduire les équations pour lesquelles les 
pables caractéristiques sont des cônes ayant leurs sommets 
droite fixe. 

(Mono».) 

7. Les caractéristiques de l'équation 

où H est une fonction de 3^, y, z, sont des lignes g:éodési< 
surfaces intégrales. 

(SophuB Lie.) 

8. On appelle complexe tétraédral tout complexe formé d 
qui coupent les quatre faces d'un tétraèdre en quatre point 
rapport anharmonique est constant. Trouver les surfaces t 
en chacun de leurs pointa au cône du complexe tétraédral q 
sommet en ce point. 

Étant donnés deux complexes tétraédraui ayant même 
fondamental, les équations aux dérivées partielles corresp 
admettent une infinité d'intégrales communes. 

(Sophus Li 
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CHAPITRE X 



Théorie générale de Lie. 



86. Dans une série de Mémoires publiés dans les recueils de 
rAcadémie de Christiania et dans les Mathematische Annalen, 
M. Sophus Lie a repris la théorie des équations aux dérivées partielles 
du premier ordre à un nouveau point de vue très général (^). Ces 
recherches sont basées sur une définition nouvelle de l'intégrale, 
dont on a déjà dit quelques mots (§ 50), mais qui mérite d'être 
étudiée en détail. 

Considérons d'abord une équation différentielle du premier ordre 

(1) f{x,y,p) = Oy où p = ^- 

Nous appellerons élément (Xy y, p) l'ensemble d'un point Xy y et 
d'une droite de coefficient angulaire p passant par ce point, et 
intégrale {}) de l'équation (1) tout système simplement infini 
d'éléments, c'est-à-dire dépendant d'un seul paramètre variable, 
vérifiant l'équation (1) et la relation 

(2) dy=pdx. 

Soit 

x = <f^ («), y = <ft (u), p=ûf (n), 

une telle intégrale ; si 9, et 9, ne sont pas des constantes, la relation (2) 



(*) Voir en particulier les Mémoires suirants : Zur Théorie der partieller Dilferentialglei' 
ehungeut insbexondere ûber eine Classification derselben {Nachrichten de Gœttingue^ 187S). 
^ Allgemeine Théorie der partiellen Di/ferentialgUichungen erster Ordnung (Mathematische 
Annalen, t. IX, p. U'S-SOG; ibid., t. XI, p. 464-557). 

(>) Clebsch, LecoHS sur la Géométrie, traduction Benoist, t. III, p. 452. 
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exprime que p est le coefficient angulaire de la tangente à la cou 
lieu du point x, y, dont on obtient l'équation en éliminant u 
les deux équations 

» = ,,(»), V = '„(«). 

Soit F (x, y) -^0 l'équation de celte courbe. La fonction i 
défînie par cette équation sera une intégrale au sens ordina 
mot. Un élément de l'intégrale est foimé par un point de la coi 
et la tangente en ce point, et l'intégrale se compose de la court 
de l'ensemble de ses tangentes. 

Mais on satisfait aussi à l'équation (2) en prenant x = x,, y 
^01 î/o étant constants, p'= m. Si donc l'équation (1) est vérifié 
x=x„,y= j/j, quel que soit p, lés formules 



représenteront encore une intégrale, d'après la nouvelle défii 
Getle intégrale se compose, comme on le voit, du point M di 
données x^, y^, et de toutes les droites qui passent par ce poin 

Cotte extension de la définition de l'intégrale permet d'exp 
certaines anomalies qui se présentent dans la lliéorie des équ 
différentielles. Supposons, par exemple, qu'une équation diffère 
admette pour intégrale une droite A, et transformons cette éq 
par polaires réciproques. A toute intégrale de l'équation pri 
correspondra une intégrale de l'équation transformée : à la di 
correspondra un point. Il semble donc, au premier aboni 
l'intégrale correspondant à A disparaît. Avec la définition noi 
ceci s'explique : à la droite 1 correspond un point P; à tout pc 
situé sur A correspond une droite D passant par P. Quand M 
la droite A, la droite D tourne autour du point P : on voit don 
l'intégrale i correspond une intégrale composée du point P 
toutes les droites qui y passent. 

Ainsi, considérons l'équation de Clairault 

(A) y—px = f{p). 

Si on fait la transformation de L^endre 

j» ^ X, y — px^=Y, 

G. ttfHiii. K 
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on trouve l'équation 

(B) Y = /'(X), 

équation qui ne contient plus de dérivée et qui, par conséquent, 
n'admet qu'une solution, tandis que l'équation (A) en admet une 
infinité. Ce paradoxe s'explique en remarquant que l'intégrale géné- 
rale de l'équation (Â) se compose de toutes les txingenles à une 
certaine courbe C qui est elle-même une intégrale singulière. A la 
courbe G correspond, par la transformation par polaires réciproques, 
une courbe C représentée par l'équation (B) elle-même, et l'intégrale 
générale de cette équation se composera d'un point quelconque de la 
courbe C et de>toutes les droites qui y passent. La courbe C est, 
d'ailleurs, une intégrale singulière. 

87. Soit maintenant 

(3) F ix, y, z, p,q) = 

une équation aux dérivées partielles du premier ordre. Nous appel- 
leron.s intégrale tout système doublemeiit infini d'éléments vérifiant 
la rolalion (.f) et la relation 

(4) dz = p dx -h q dy, 

un élément étant toujours représenté géométriquement par l'ensemble 
d'un point {x, y, z) et d'un plan de coefficients angulaires p, q 
passant par ce point. Soit 

X = /,(«,«), „ = /,(»,»), z = f.(u,.), 
p = f, (»,»), 5 = ç, (u, ») 

un tel système. Supposons d'abord que les trois déteriuinants 

D (fi, Q D (A. f,) D if» fi) 
D (u, «) ' D (u, v) ' D (m, v) 

ne soient pas nuis à la fois. AJors, l'élimination de u et v entre les 
trois équations 

<5)' x = ^„ y = f„ z = f, 

conduira à une seule relation 

z = ^{x, y). 
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et la relation (4) prouve que l'on aura 

dé rft!i 

'' = S' 1 = 1^ 

On trouve bien, dans ce cas, une intégrale au sens ord! 
Un élément quelconque de l'intégrale se compose d'i 
surface î = t;i et du plan tangent en ce point. 

Si les trois déterminants précédents sont nuls à la foii 
de u et t) entre les trois équations (5) conduira aw i 
relations distinctes entre z, x, y. Supposons d'abord qi 
à deux relalions seulement. On pourra alors Choisir I 
« et ïi de façon que x, y, z ne dépendent que d'un seu 

a: = F,(u), y = F.(«), z^F.{m 

et la relation (4) devient 

dz dx dy 

Les coordonnées du point (x, y, z) ne dépendant qi 
variable indépendante «, ce point décrit une courbe C 
précédente montre que le plan de coefficients angula 
contenir la tangente à cette courbe. Un élément de 
compose d'un point de la courbe C et d'un plan i 
tangente en ce point. Un pareil système d'éléments es 
nient infini, mais il ne conduit plus à une intégrale pr 
Enfin, si les équations (5) conduisent à trois relat 
entre a:, y, z, on en déduit pour ces variables des valeu 

x^x^, y =iy^, z^z^, 

et la relation (4) est identiquement vérifiée. Un élémen 

se compose du point M {x^, y„, z,,) et d'un plan quelc 

par ce point; ce système est encore doublement indétei 

Considérons, par exemple, l'équation de Clairault gt 

z=pz + qy + f(p,q). 

La transformation de Legendre 

p = X, g = Y, z—px — q.y = : 
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conduit à l'équatioD 

z = r(x,Y), 

qui ne contient plus de dérivées. L'équation de Clairault admet 
comme int^rale complète l'ensemble des plans tangents à une 
certaine surface non développable 2. A cette surface 2 la transfor- 
mation par polaires réciproques fait correspondre une nouvelle 
surface 2'. A l'intégrale complète précédente correspond une inté- 
grale formée d'un point quelconque de 2' et de tous les plans qui y 
passent. L'intégrale générale se composera d'une courbe arbitraire 
située sur 2' et de l'ensemble des plans tangents à cette courbe. Elle 
correspond à une développable circonscrite à 2. Enfm, la surface S' 
elle-même, qui est la seule intégrale proprement dite, est une 
intégrale singulière. 

83. La définition de Lie a- donc l'avantage de donner plus de 
généralilé à la tbéorie. C'est aussi ce qu'on reconnaît en reprenant la 
méthode de la variation des constantes. Soit 

une intégrale complète de l'équation (3), qui sera obtenue en éliminant 
a et 6 entre les relations 

' ox dz dy az 

On reconnaît comme plus haut (g 39) que le système des équations (3) 
et (4) peut être remplacé par le système des équations (i) et (6), où 
on regarde z, x, y, p, q, a, b comme des fonctions à déterminer de 
deux variables indépendantes. Du système (6) on déduit ensuite 

—— da + -rr- db ^ 0, 
da âb 

et on obtient la solution générale de celle équation en posant 
f (a) désignant une fonction arbitraire de a. Les trois équations 



àa 



= 0, b = ç{a) 
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permettront d'exprimer x, y, z, a, b en fondion de deux par 
arbitraires et les dernières équations (6) donneront ensuite 
Nous avons supposé, dans la théorie générale, que l'élimim 
a et 6 entre les trois équations (7) conduisait à une seule 
entre x,y,z; s'il en est ainsi, cette relation donnera une ii 
proprement dite. Mais il peut se faire que, pour certaines 
particulières de la fonction i;, l'élimination de a et b con 
plusieurs relations entre x, y, z. Les raisonnements que W 
de faire prouvent que l'on obtiendra toujours (*), sauf les cas d 
patibilité, une int^rale au sens de Lie. 
Prenons, par exemple, l'équation 

I — prc — gy = 0, 

qui admet l'intégrale complète 

z ^ aa: + hy; 

on aura l'intégrale générale en lui adjoignant les deux équali( 

6 = î (a), œ + !/ !f' (o) = 0. 
Si on pose 

ç (a) = mo, 

ou est conduit aux trois équations 

ï = o (a; + my), h = ma, x + my = 0. 

L'élimination de a et de b donne donc les deux relations 

z ^ 0, a: + my ^0; 

on obtient une intégrale qui se compose de l'ensemble d'un. 
et des plans qui la contiennent. 

Remarque. — Dans le cas des équations linéaires il y a I 
une infinité d'intégrales de la seconde catégorie. Soit, en effet 

Pp + Qg =2 R 
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une équation linéaire et C une courbe cara<^ris(ique satisfaisant au 
système d'équations clifférenlielles 

dx dy dz 

p"~"q ~ r" 

Soient x, y, z un point de la courbe G et p, g les coefficients 
d'un plan passant par ta tangente en ce point. On aura 

dz:=p dx + g dy, 
«, 

R = pP+ qq. 

;emble formé par une courtie caractéristique et les plans 
it par ses tangentes est une intégrale de la seconde 
Les courbes caractéristiques dépendant de deux constantes 
. on voit que toute équation linéaire admet une intégrale 

e cette catégorie, 

[tension de la définition précédente au cas général nous ■ 

raiter d'abord le problême préliminaire suivant : 

e de la façon la plus générale Véquation aux différen- 



dz — p, dar, — ... — p„ dx^ = 0, 

trouver tous les systèmes de relations entre les variables 
ui entraînent entre les différentielles totales la relation (8). 
alité exige qu'il eiiste au moins une relation entre les 
, a:,, a;,, ..., x^. Supposons, d'une manière générale, qu'il 
tions distinctes entre :, x,, x,, ..., cc„ dont une au moins 
z, et résolvons-les par rapport à z, x,, a;,, ..., Xt_,, 

\ a:, = i];, (a;», a;t+i, ..., a;,), 
\ xu-i=:i/t:-\{x^,Xt^.,y...,x^. 

i valeurs de dz, dx,, ,.., dxt-i dans l'équation (8) et 
le les coefScients des différentielles dx^, dxi,*.i, -■■, dcc^ 



1 



dxt ^' dxt " 


■ ■ - 11.- 


' âx. 


- K = 0, 




.. — P«- 


' àx. 


- P. = 0. 
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sont nuls, il viendra 



(10) 



Réciproquement, les (n + i) équations (9) et (10) entrain 
relation (8). On est donc conduit à la conclusion suivante : 

Si on a, entre les différentielles des 2n + 1 vanables z, 
la relation (8), il existe au moins n + 1 relations distinctes 
ces vanables et, s'il n'en existe pas davantage, il suffit, po 
avoir toutes, de connaître celles qui sont indépendan 
Pi,-,Pn- 

Désignons, d'une manière générale, par M toute mult 
composée d'éléments satisfaisant à la relation (8). L'ordre 
telle multiplicité est au plus ëg:al à n, et la multiplicité la plus 
raie M, est représentée par les équations (9) et (10), où les foi 
i}», 'J'i, i^i-i sont arbitraires. On obtiendra une multiplicité Mj( 
en ajoutant aux équations (9) et (iO) n — g relations quelconc 
il est clair, d'après ce qui précède, qu'on aura ainsi toutes les 
plicités Mj. 

Nous emploierons encore, pour abréger, les expressions sui^ 
empruntées à la géométrie. Considérons z, a;,, ..., x^ comi 
coordonnées d'un point dans l'espace à (n + 1) dimensions 
appellerons multiplicité ponctuelle tout ensemble de point 
les coordonnées vérifient un certain nombre de relations. Une 
plicité ponctuelle, d'ordre r, P, sera définie par n -t- 1 — r re 

?1 (^î 3=15 ■■•) ^n) = 0> •"> .?«+l-r (ïj S'il ■■•, X.) = 

Un plan sera une multiplicité ponctuelle à n dimensions repr^ 
par une équation linéaire telle que 

Z — z — j», (X. — X,) + ... + p, (X, — X,), 

et p,, ..., p, seront les coefficients angulaires de ce plan. 
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dirons que ce plan est tangent au point (z, x,, ..., x^ à une multi- 
plicité ponctuelle paBsaat par ce point si on a, pour tout déplacement 
sur cette multiplicité, 

dz — p, da:, — ... — p, dx, = 0. 

Sur une multiplicité d'ordre r, i, x,, ..., x, sont fonctions de 
r variables indépendantes et, par suite, le plan tanguent en un point 
est n — i" fois indéterminé. Cela posé, les équations (9) définissent 
une certaine multiplicité ponctuelle P,_i+i et la multiplicité M„ 
correspondante, représentée par les équations (9) et (iO), se compose 
de cette multiplicité ponctuelle P._i^.i et de l'ensemble de ses plans 
tangents, chaque élément étant formé d'un point de P»_t+| associé 
â un des plans tangents en ce point. Toutes les fois que cela sera 
ulile, on indiquera par un indice supérieur l'ordre de la multiplicité 
ponctuelle d'où une multiplicité M, est dérivée; d'une manière plus 
générale, on représentera par M, une multiplicité M d'ordre q, 
lorsque les coordonnées z, x^, ..., a;, seront fonctions de q' varia- 
bles indépendantes. Avec cette notation, une surface et l'ensemble 
de ses plans tangents sera représentée par MJ, une courbe et l'en- 
semble de ses plans tangents par MJ, un point el tous les plans 
qui y passent par M*, une courbe et un système simplement infini 
de plans tangents à cette courbe par M), un point et les plans tan- 
gents d'un cône ayant ce point pour sommet parMJ. 

90. Considérons un système de q équations aux dérivées partielles 
du premier ordre 

IF, (î, x„ ..., a;.,p„ ...,p,) = 0, 

F^{z,x^, ..., 3=., p„ ..., p,) = 0. 

Nous appellerons intégrale de ce système toute multiplicité M, dont 
les élémrfhls vérifient les relations (H). Pour qu'une telle intégrale 
soit une intégrale au sens ordinaire du mot, il faut qu'elle provienne 
d'une multiplicité poncluelle à n dimensions, c'est-à-dire que ce soit 
une multiplicité MJ, Le problème de l'intégration revient alors à 
déterminer n + 1 — q relations nouvelles qui, jointes aux q équa- 
tions (11), donnent entre les dilFérenlielles totales la relation (8). 
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Otte déljnilion donne lieu aux remarques suivantes : 

i° On peut toujours, par un changement de variables convenabi 

ramener une intégrale quelconque à une intégrale proprement dîi 

En efTet, considérons une intégrale quelconque définie par les re! 

tions (9) ef (10). Toutes les variables pourront s'exprimer au moy 

des variables p^, p,, ..., pe~.i, x^, ..., x,. Posons 



J), = — X„ ..., pt_, =— iCi_„ pt = pi, ..., pn=I 

z' = z — p^x^ — ... — pt-i iéi^,; 

la relation (8) devient 

dt' =p'i dx[ -h ... + pi, dx'„ 

et toute équation de la forme 

F(2, a:,, ...jX^tpi, ..., p.) = 

se change en une nouvelle équation de même forme 

F, (s', x\, ..., 3^,p;, ...) pi) = 0. 

Toute intégrale de la première équation F = donnera donc, par 
transformation précédente, une intégrale de la seconde équalii 
F, ^ 0. En particulier, si on applique cette transformation à l'inl 
grale représentée par les équations (9) et (10), il est clair qu'il 
aura une seule relation entre z', a;|, ..., x\,; la fonctfon z' sera do 
une intégrale proprement dite de l'équation du premier ordre 

F fz' _ a:' ^ _ —X- -^ , 
\ ' dx', " ~ dx't^i 

dz' dz' , , , , àz' âz'\ 

~T-! — -—T-!—' a^ir.---.^-; 3c„...,a;t_„ —-;,...,—-,) = 

âx^ dxt-t axt dx„/ 

2" Si les g équations (-11) ne renferment pas les variables j 
-.., p,, on obtient immédiatement toutes les intégrales commune 
Il sunit d'ajouter aux équations (11) s équations arbitraii'es entre 
^,, ..., a;, (g + s ^ n + 1) ef de prendre la multiplicité M, dédui 
de la multiplicité ponctuelle ainsi obtenue. 

3" On peut trouver, sans intégration, toutes les multiplicités 
dont l'ordre es) inférieur à n et dont les éléments vérifient ui 
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0. En effet, pour former une multiplicité M»_i vérî- 
renons une multiplicité quelconque M,; si les éléments 
ifient pas F = 0, en ajoutant l'équation F ^ aux 
définissent M„ on aura une multiplicité M,_i; si tous 
e M, vérifient F^O, il suffira d'adjoindre aus équa- 
le équation arbitraire tf =0. 

lement, on a, sans intégration, toutes les muUipli- 
ï inférieur ou égal à )i — q vérifiant les équations (11). 
ïet, une multiplicité quelconque M, et adjoignons- lui 
11): en général, on aura ainsi une multiplicité M,_,; 
iplicité était d'ordre n — q + k, H suffirait de lui 
lations arbitraires pour avoir une multiplicité M„_,. 

Inition de Lie permet de généraliser la théorie des 
iplétes. Considérons une multiplicité ponctuelle 

( f, (z, x^, a;,, ,.., x,, a^, ..., a^) = 0, 
( ft {z, X,, y,, ..., a;,, a,, .,., a^) = 0, 

. — ft, dépendant de h paramètres arbitraires a,, a,, 
.). De cette multiplicité ponctuelle on déduit une mulli- 
i déterminée, définie par Ji + 1 équations qui contien- 
amètres a„ ..,, a,,. L'élimination de ces h paramètres 
;énéral h n -i- 1 — h relations distinctes entre z, x,, 
, p^, et nous allons voir qu'on pourra obtenir l'intégrale 
! système d'équations simultanées au moyen des fonc- 

(') les équations de la multiplicité ponctuelle résolues 
î, a;,, a;,, ..., xt-,, 

z =:>!/ (x^, Xt+i, .-., x„ a,, ..., a^), 

x^ = il, (Xi, X|:^.l, ..., a:,, a,, ..., dj), 

Xt-i = (|ii_, {Xf, xt+i, ..., x^, a„ ..., a,); 

1 multiplicité M. à laquelle elle appartient, il faut 



r 
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adjoindre â ces équations les suivantes : 

(13) ' 

/ dé dé, diik-i 

L'élimination de a,, a,,..., a^ donnera, par hypothèse, i 
relations distinctes seulement 

( F, (î, a;,, ...■,x^,j>^, ...,p,) = 0, 

(14) 

[ F,^.,_» (r, x„ ..., œ,, p„ ..., p,) = 0. 

Le système des équations (8) et (14) peut donc être rem 
système des équations (8), (12) et (13), pourvu qu'on r 
ces dernières a^, ..., a^ comme des inconnues à délei 
équations (12) et (13) on tire, en différentiant, 



ds~pj da;, — .. 


. — p„ dx^— 6, da, 4- ... 


où on a posé 


-'••ài;---'--!)^ 



On est donc ramené à la recherche des solutions con 
équations (12), (13) et (15) 

(15) b, d<x, + ... +b^da^ = 0. 

On peut satisfaire à l'équation (15) de plusieurs manières 
1" En prenant 

a, = C^, a, = C", .... a» = C*, 

on retrouve alors l'intégrale d'où on est parti, que nous 
l'intégrale complète. 
2° En posant 

b, = 0, ..., K = 0. 
L'élimination de a„ ..., a,, entre ces équations et les re 
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et (13) conduit à une solution qui sera encore appelée hitégrale 
singulière. 

3^ Si toutes les quantités &< ne sont pas nulles à la fois, l'équa- 
tion (15) exprime qu'il y a aiî moins une relation enlre les variables 
ttj, ..., a^. Supposons qu'il y ait { relations (l -<: H) 

ia^ = ny^ («z+ij •••5 ^a)» 

ai = CT, («/+!> ..., a*), 

en portant ces valeurs de a,, ..., «/ dans l'équation (15), il vient 



(17) 



\ 3 — i- -*- ... + hi h 6,4.1 = 0, 

. àrs, ^ dzsi , ,^ 



Les équations (12), (13), (16) et (17) sont au nombre de n 4- 1 -f /i 
et contiennent 2n -l- 1 + h variables; il reste donc bien n variables 
indépendantes. L'intégrale, ainsi obtenue, qui dépend des fonctions 
arbitraires cj^, ..., ny,, est l'intégrale générale. 

Cas PARTICULIERS. — 1® /i = n, fc =: 1. On retrouve la théorie 
de l'intégrale complète de Lagrange. 
2® h, = 71, fe = n. Considérons la courbe 

•^1 ^^^ Tl V^ny ^i> •••> ^fi)> 

Pour appliquer la méthode générale, il faut éliminer a^ a,, ..., a^ 
entre ces équations et la relation 



On trouve donc une équation linéaire, et la méthode d'intégration 
que l'on déduit de ce qui précède est identique à la méthode du 
chapitre IL Nous voyons ainsi que les équations linéaires sont carac- 
térisées par cette propriété d'admettre une intégrale complète repré- 
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senfée par n équations entre les variables z, x,, ..., x, ou, : 
veut, formée par des courbes et l'ensenihle de leurs plans tangi 
Dans le cas de n ^ 2, nous avons ainsi deux catégories d'équi 
les équations générales et les équations linéaires. Si n est su| 
à 2, nous aurons en outre n — 2 catégories d'équations in 
diaires, qui disparaissent pour n = 2, obtenues au moyen 
intégrale complète représentée par 2, 3, ..., n — 1 équations 
z, x^, ..., x^. Supposons, par exemple, qu'on prenne n — 1 rei 
entre ces variables, 

z = <!t {:r„_„ X,, a„ ..., a„), a;, = if^ (a;„_„ ...), ... 
x,_,^ii,^,{x,^„...), 

on obtiendra l'équation aux dérivées partielles correspondan 
éliminant a„ ,.., a, entre ces relations et les suivantes 



dx, ' dx^ 



= 0. 



Si on tire a,, ..., a„_i des premières équations et qu'on les 
dans les deux dernières, on aura deux équations linéaires 
lesquelles il faudra encore éliminer a^. Remarquons que cei 
équations linéaires ne sont pas quelconques; elles admettei 
intégrale complète commune dépendant des n — 1 coni 
arbitraires a^, ...,a,-i. De même l'équation provenant de b re 
entre z, x,, ..,, x, s'obtiendra en éliminant n — h constantes 
n — h + 1 équations linéaires qui admettent une intégrale cor 
dépendant de h constantes arbitraires. On a donné à ces éqi 
le nom d'équations semi-linéaires. On aura de même des sy 
d'équations semi-linéaires en partant d'une intégrale complète 
sentée par plusieurs équations entre z, x^, ,,., a:, et dépend 
moins de n paramètres arbitraires. 

92. Étant donnée une équation 

F (î, ^„ Pt) = 0, 
nous appellerons encore caractéristique tout système simp 
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infini d'éléments satisfaisant aux équations différentielles 

dx,_ -dp, dz _ (ik-i2 n-) 

n ^k + Pk^ PjPi 4- ... -h PnPn 

Il est aisé de montrer que toute intégrale est un lieu de caractéris- 
tiques. Nous avons donné deux démonstrations de cette proposition 
dans le cas de l'intégrale ordinaire. La démonstration basée sur la 
considération de l'intégrale complète (§ 52) s'applique mot pour 
mot aux intégrales nouvelles de M. Lie. Le seul emprunt que l'on 
fasse à la théorie générale est le suivant : toute équation du premier 
ordre admet une intégrale complète, représentée par une seule équa- 
tion entrez, x^, ..., x^. La seconde démonstration que nous avons 
donnée (§ 51) ne s'applique qu'aux intégrales ordinaires; mais il 
suffît de faire la transformation indiquée (§ 90) pour être ramené à 
ce cas, car cette transformation ne change pas le système d'équations 
différentielles des caractéristiques, comme il est aisé de s'en rendre 
compte. 
Soient 

\ z =f {t, z\ xU pi), {h ^ = i, 2, ..., 71), 
\ Pk=<Çk{t,z\x?,pi), 

les équations de la caractéristique issue de l'élément 2®, Xi^ pi^ 
vérifiant la relation 

F {z\ X?, pi) = 0. 

Ces valeurs initiales étant des fonctions de v variables indépendantes 
te,, ..., Uv, on a, d'après un calcul déjà fait (p. 117), 

F (z, X,, p,) = F (z\ X?, pi) = 0, 

-Çzdt 

dz—p^dx^^,.. — p„dx^=z{dz^—p1dx] — .,.'—pSdxS)e *^^ , 

la lettre d désignant les différentielles quand t, u^, ..,, tiv varient, ce 
qui peut s'énoncer ainsi : Si on considère une multiplicité Mv dont 
tous les éléments vérifient la relation F = 0, 2e lieu des caracté- 
ristiques issues des éléments de Mv est une multiplicité M, en 
général d'ordre v -h 1, dont tous les éléments véHfient la même 
relatio7i. 
L'intégration est donc ramenée à la détermination des multiplicités 




CHAP. X. — THÉORIE GÉNÉRALE DK LIE. 233 

M._i dont les élémenls vérifient la relation F = 0, ce qui se fait 
sans aucune intégration (g 90). Il y aura encore exception p 
intégrales qui vérifient les relations X^ + p; Z :rz 0, P^ = 
nous appellei-ons toujours inlégrales singulières. 

93. Considérons maintenant un système de \). équations du ] 



(18) F, — 0, F, = 0, ..., Fft = 0, 

que nous supposons;, bien entendu, distinctes et algébriq 
compatibles. 

Théorème, — Lorsque deux équations du jcemiei- ordre 

F = 0, H = 

ont une intégrale commune, cette intégrale vérifie l'équati 

[F, H] = 0. 

La démonstration donnée plus haut (g 65) ne s'applique 
intégrales proprement dites ; la suivante est générale. 

Soient M, une intégrale commune et z, Xf, p^ un élément ■ 
intégrale. Par cet élément passe une courbe caractéristique di 
située sur M„ et dont tous les élémenls vérifient, par suite, I 
équations 

F ^ 0, H = 0. 

Le long de cette caractéristique on a 



lO. 



En remplaçant dz, dxi, dpt par leurs valeurs dans la 
équation, on trouve que tous les éléments de cette caractt 
vérilicnt la relation 

[F, H] = 0, 



àV dF dV 


d^F.^f'dz 


ainsi que 






■i^dH ^ 
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et, par suite, tous les éléments de M. vérifient cette relation puisque 
nous avons pris un élément arbitraire de M. comme élément initial. 
Il est clair que la proposition est encore vraie si M. est une intégrale 
singulière de F = 0. 

Ceci nous montre que nous pourrons adjoindre au système (18) 
toutes celles des équations 

[F„F,] = 0, (t,fe = 1,2, ...,;..), 

qui sont distinctes des premières. Mais on pourra toujours s'arranger 
de façon qu'en continuant de la sorte on arrive soit à un système 
incompatible, soit à un système en involution. Supposons, en effet, 
qu'on puisse résoudre certaines de ces équations par rapport à z, p^j 
..., p, et qu'.en portant ces valeurs dans les autres équations on 
obtienne des relations ne contenant plus que des quantités X|. Je dis 
que ces relations seront résolubles par rapport à [x — s — 1 des 
quantités x,^.i, x. + j, ..., x^^. En effet, supposons que cela ne soit 
pas : on pourrait alors tirer de ces relations une équation ne contenant 
que Xp ..., x,y telle que 

aCj = y {p^^y ^a) •••> 35,). 

En portant cette valeur de x^ dans l'équation qui donne Pp on 
aurait 

Formons l'équation 

[Pi — f, ^1 — 'rt = 0, 
elle se réduit à 

1=0; 

le système proposé serait par conséquent incompatible. Supposons 
donc qu'on ait résolu les dernières relations par rapport à Xg^i, 
Xg^ty ..., XfA_ 1.; le système (18) prendra alors la forme 

Z = / (3C|j 3?j, ..., X,, X^y ..., X„, Ps + iy «..j P«)j 

Pj = fi (X|, a?„ ..., Xgy X^y ..., X^y Ps-^1) •••? Pnjj 

^«■4- A ^= Ça \P^i9 *^î» •••? *^t9 *^^9 •••> *^n)i 

{i = 1, 2, ..., s), (h = 1, 2, ..., [X — s — 1), 
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et nous pourrons le remplacer par le système équivalent 
,z-f-x,{p,-Q-...-x.{p.-f.) = 

(19) \Pi-f,=0, .:, p.~f, = 0, 
(»,+, — ?,=0, ..., a;ji_, — ?(._,_,= 

Si on forme les crochets de ce nouveau système, on ci 
ne contiennent aucune des variables z, p^, ...,p„ x,+ 
Si donc ces crochets ne sont pas identiquement nuls, ils 
pas donner des équations qui soient des conséquences des 
On résoudra, comme précédemment, les nouvelles é 
rapport à un certain nombre des variables qu'elles coi 
en continuant de la sorte, on arrivera soit à un système i 
soit à un système pour lequel tous les crochets sont ir 
nuls, c'est-à-dire à un système en iiivolution. 

94. Soit donc 

(20) F, = 0, F, = 0, -.., F„ =z 

un sysième en involution de m équations distinctes. Su 
existe une intégrale commune M. et soit e un élén 
intégrale. Par e passe une courbe caractéristique C, de 
tous les éléments sont situés sur M,. Soit alors e' un él 
par e' passe, de même, une caractéristique C, de F, =: 
de toutes les caractéristiques G, issues des divers élém< 
forme une multiplicité M, située sur M,. En continuan 
on arrivera finalement à une multiplicité M^ située su 
par l'élément e, obtenue par la superposition successiv 
ristiques des m équations (20). Nous désignerons C' 
cilé M« sous le nom de multiplicité caractéristique du 
et nous pourrons énoncer le théorème suivant : 

TiiÉOBÈME. — Toute intégrale qui passe par u 
contient la multiplicité caractéfistique M'„ issue de 

Voici comment les multiplicités caractéristiques seron 
lytiquement. Considérons le système complet d'équat 
suivant : 

(2-1) [P., *]=:0, ..., [F„, <I>] = 0. 
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Je dis que, si 4>i, *„..., *fn-f«+i sont (2n — 2»i + 4) intégrales 
distinctes et différentes de F^, ..., F^, le système d'équations 

(22) F4=0, ..., F^=0, a>4 = Ci, ,.., ^i«-.,«+i==C,„-,«+„ 

où Cj, ..., C,„_jm+i désij:];'nent des constantes arbitraires, représente 
les multiplicités caractéristiques. En elTet, les équations (22) défi- 
nissent une multiplicité à m dimensions composée de courbes 
caractéristiques de chacune des équations (20) (§ 38), car les courbes 
caractéristiques de Téquation F^ =: sont identiques aux caractéris- 
tiques de l'équation linéaire 

[F,, *] = 0. 

D'ailleurs, par tout élément z^, Xi, pi pris sur une intégrale, c'est-à- 
dire satisfaisant aux relations 

il passe une multiplicité (22) dont les équations sont 

Ceci suffit à prouver l'identité des multiplicités caractéristiques avec 
les multiplicités (22). Puisque toute intégrale est un lieu de multi- 
plicités caractéristiques, il suffira d'associer convenablement ces mul- 
tiplicités caractéristiques (22) pour avoir toutes les intégrales. Appelons 
multiplicité intégrale toute multiplicité M^ dont les éléipents vérifient 
les équations (20) ; nous avons alors le théorème suivant : 

Théorème. — L'ensemble des caractéristiques de Véquation 
Fj = 0, issues des divers éléments d'une multiplicité intégrale Mv, 
foi*me une nouvelle multiplicité intégrale M^ + i. 

Il est d'abord évident (§ 92) que Mv + 1 sera une intégrale de F^ = 0; 
d'ailleurs, puisqu'on a 

[F„FJ = 0, (î = 2,3, ...,m), 

tous les éléments d'une caractéristique de F^ = vérifiant l'équation 
F,. = C*® et, comme tous les éléments de Mv satisfont à F,- = 0, on 
en conclut que tous les éléments de Mv+i satisfont aussi à F,- = 0. 
Cela pqsé, soit M^-m une multiplicité intégrale du système (20) ; 



l'ensemble des courbes caractériiiliques de F, ^ issues des il 
éléments de M,_„ formera encore une miiltiplicilé intégrale M,_ 
de même, toutes les caractéristiques de F, = issues des élén 
de M„_„+| formeront une multiplicité intégrale M,_„+, el 
continuant de la sorte, on arrivera finalement à une intégrale 
Ceci revient à dire que le lieu des multiplicités caractéristiquei 
issues des divet'S éléments de la multiplicité intégrale M,_„, f< 
une intégrale M, du système (20). D'ailleurs, il est clair que 
intégrale M„ s'obtiendra par le procédé qui vient d'être indiqua 
si on prend sur M, une multiplicité an — m dimensions, ce 
une multiplicité intégrale M,_„ et les multiplicités caractéristi 
issues de tous les éléments de M._„ donneront évidemment M, 
voit donc que toute intégrale du système (20) sera représentée pE 
équations (23) où z", x?, p! désignent des fonctions de m - 
variables indépendantes vérifiant les relations 
(24) F;=;0, ..., FS=:Î}, Sî°— J^î Sa:» — ... — j)° ÈxJ 

La détermiimtion de l'intégrale générale des équations 
revient donc à trouver la multiplicité intégrale M„_„ la 
générale, et ce problème, comme nous l'avons vu, n'exige au 
intégration (§ 90). 

95. On satisfait aux équations (24) en prenant pour ;•> x,' 
constantes el pourpf des fonctions de (n — m) variables satisfa 
aux équations F," = 0. Le lieu des multiplicités cai-acténsti 
issues d'un point est donc une intégrale. Ce sera, d'ailleurs, 
intégrale complète du système (20), si on donne à m des 
tantes z*, xî des valeurs déterminées. 

Comme application de la théorie générale, proposons-nou 
déterminer une intégrale, au sens ordinaire du mot, qui, pou: 
valeurs données de a;,, ..., x„, se réduise à une fonction do 
de x„j.i, ..., x^. Remarquons d'abord que les équations c 
multiplicité caractéristique issue d'un élément peuvent êlre r 
sous une forme plus commode pour la discussion. Soit z", x", p 
élément tel que pour cet élément le déterminant 

D(Fi. F, F„) 

U(p,iP„-..f«) 
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soit différent de 0. On pouira alors, dans le domaine de cet élément, 

résoudre les m équations (21) par rapport à - — > •••> - — > et on 

remplacera le système complet (21) par un système jacobien, résolu 

par rapport à - — » •••> Ce système jacobien, comme nous 

savons, admettra un système d'intégrales holomorphes dans le voisi- 
nage de z®, x,P, pi qui, pour cc^ = xj, ..., ac^ = xi se réduiront à 
2, Xm^iy ..., x„, p,, ..., Pn' ^^ égalant ces intégrales à 2^, aci+i, 
..., p2 et résolvant les équations ainsi obtenues par rapport à z, x^^iy 
,.,,Pni ^^ ^ui*^ les équations de la multiplicité caractéristique sous 
la forme suivante, ce,, ..., cc,„ désignant les variables indépendantes : 

iXnt^i = /,• (X,, ..., X^, Z , Xa, Pk)y 
z = f (Xj, ..., x^, z%x,î,pf), 
Vk = ^k{^i^ ..., a^m? ^\ xi, pS), 
(t = 1, 2, ..., n — m), {k = 1, 2, •.., n). 

Pour trouver l'intégrale qui, pour x^ = a^, x, = a,, ..., x^ = a^, 
se réduit à une fonction holomorphe ^ (xw+j, ..., x«) dans le domaine 
du point Om+i, ...y a., nous prendrons comme variables x^+i, 
..., xj. Nous aurons alors les valeurs initiales suivantes : 

Xj ::i^ ût|, •••, Xm :i= tt„„ Xm + l ^^ ^m + l9 •••? «^n --- ^«i 

z« = ^(ti«+„ ...,t*^), K+i = :t- — ' .-., p»=:ï7-' 

et les valeurs de pj, ..., j>« se déduiront des équations FJ = 0, 
..., Fi = 0; nous supposons que pour ces valeurs le déterminant 
D (F„ .,., F ) ^^^ ^jjp^^gjj^ ^g 2^j.^ 

I>(Pi •••>;>«) 
L'intégrale cbercbée sera représentée par les équations (25) où les 

variables indépendantes sont x^, ..., x«, ti^+i, ..., w^. Le détermi- 
nant fonctionnel 

D (Xm+i, ...j x„) 
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a?m 


= ««> 


t/« 


i + l 


= ( 
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carx«+i se réduit à «■+; pour x^ = a^, ..., x„ = a„. On [ 
donc résoudre les équations x„+i =:= fi par rapport à u^+i, ..., 
en portant ces valeurs dans l'expression de ;, on en tirera p 
une fonction holomorphe de x,, ..., x, dans le domaine du poi 
..., a,. La proposition précédente donne, comme cas particul 
tbéorème énoncé à la page 179 (g 71). 

95. La méthode d'intégration précédente est une généraii 
directe de la méthode de Cauchy. Elle conduit d'ailleurs aîsén 
la méthode de Jacobi sous sa forme générale (§ 65). 

Considérons, en effet, un système de n équations en involutii 

r, = 0, F, = 0, .... F, = 0. 

Dans ce cas, les multiplicités caractéristiques sont à n dimensit 
se confondent avec les intégrales elles-mêmes. Il suflira do 
trouver la dernière intégrale du système complet 

[F„*1=0, ..., [F„*]=zO. 

On conclut de là que, si on a un système en invotuti( 
n + 1 équations distinctes F,, ..., F.4.1, les équations 

F, = o„ ..., F, = a., F,+, = a,^., 

représentent une intégrale-commune de ce système de n + 1 
tions. Cette intégrale, si on y regarde a^+i, ..., a,+i comn; 
constantes arbitraires, est une intégrale complète du systèn: 
m équations 

F, =<x„ ..., F. = o.; 

par conséquent, l'intégration de ce système est ramenée à la dél 
nation de n — m + i fonctions F„ + j, ..., F„^.l, formant av 
premières un système en involution de n + 1 fonctions disti 
On voit de plus, d'après ce qui précède, qu'il n'est pas nécessa 
pouvoir résoudre les (n + 1) équations F( =^ Hj par rapport à 
..., p.; nous n'avions fait qu'indiquer rapidement commei 
pouvait se débarrasser directement de cette restriction. 

On peut même aller plus loin; si, en appliquant la métho 
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Jacobi au système en involution 

(26) F, =a„ ..., F« = a«, 

o|i arrive à un système en involution 

dont on puisse déterminer les caractéristiques, c'est-à-dire tel qu'on 
puisse intégrer le système complet ' 

le problème sera résolu, car une intégrale complète du dernier 
système contenant en outre les constantes 0^4-1, ..., c^n + s donnera 
évidemment une intégrale complète du système proposé. L'intégration 
étant commencée par la méthode de Jacobi, on pourra, à chaque 
instant de l'opération, abandonner cette méthode et appliquer celle 
des caractéristiques si elle est plus avantageuse. La remarque avait 
déjà été faite (§ 69), mais seulement pour les équations où z ne 
figure pas. 

La théorie générale des multiplicités caractéristiques permet, 
comme on voit, de déduire d'un même poijit de vue les différentes 
méthodes d'intégration. 

97. Pour simplifier la théorie générale, nous avons laissé de côté 
certains détails sur lesquels il est utile de revenir. En définitive, 
toute la théorie repose sur cette proposition fondamentale que toutes 
les intégrales d'un système en involution ie m équations qui ont 
un élément commun en ont oo*" de communs. Examinons sous 
quelles conditions précises ce théorème est exact. Soient 

un système en involution de m équations distinctes et 

le système complet correspondant. Je dis d'abord que les m équations 
de ce système sont linéairement distinctes ; pour qu'il en fût autrement, 
il faudrait que tous les déterminants d'ordre m contenus dans le 
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tableau rectangulaire 

dF, dF, dF, OF, 



(T) 



IJF. dF. ^F. dF. 
dar, diC, (ïji, dp, . 



soient nuls identiquement. S'il en était ainsi, des m équations 



- dp, ■ 



dF 
"df 



dFj r- (<i^ — Pi àx, — ... — p, dx.) 

az 1-11 lin/ 

dF; _, dF; ^ dF, 

= 3 — dx. 4- ... + -^ — dx. + -r — 

dx^ dx, dp^ 

(i = i,2,...,m), 
on pourrait déduire une relation linéaire entre les premiers me 

X, dF, + ... + X„dF„ — [x{dz — p, dx^ — ... —-p^dx,) 

X,, ..., Ïsmi (J^ n'étant pas tous nuls. Or, une telle relati( 
impossible; si [x était nu), on en déduirait que les fonctions F,, 
ne sont pas distinctes, contrairement à l'hypothèse. Si \t. n'e 
nul, des relations F,=■a^, ...,F„ = a„, où a^, ..., a« soi 
constantes quelconques, on déduirait 



- Pi ^^i ' 



■ — P» <^^n = 



ce qui est évidemment absurde puisque cette dernière relation 
nous l'avons vu (g 89), n + 1 relations distinctes au moins eni 
variables z, ce,-, Pf Nous laissons de côté le cas où m = Jt + 1 
lequel la question ne se pre'sente pas (i). 

Il pourrait se faire que tous ces déterminants, sans être i 
quement nuls, soient nuls en tenant compte des relations F, 
..., F„ = 0, C'est ce qui arriverait, par exemple, pour une 
équation dont le premier membre serait un carré parfait, 
circonstance pourrait se présenter ai le système n'avait pas éi 

(1) Si m = ■ + i, lous les (WlcrtninsiLls d'orilre m du lïbicau doiient *tre nu 
système (F„ *) =0, ..., (K.+i, *! = doit sa rMuire i n équations. Autrei 
aurait un sjstïmo complet de |* + 1) é(|ualioiis ù(S<t -4- 1) Tsiiublcs Bdinettaat (ii4 
gr&los distiiKites. 



(27) 
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SOUS la forme la plus simple^ mais il n'en sera pas ainsi si le système 
a été mis sous la forme (19). Nous laisserons de côté ce cas exceptionnel. 
Gela posé, soit z®, ce»®, pi un élément pour lequel tous les déter- 
minants précédents ne soient pas nuls ; par exemple, supposons que 

D (Fp ..., F„) 

soit différent de zéro. On pourra résoudre les m équations du système 

complet par rapport à -r — » •••? - — et le transformer en un système 
jacobien 

3— +a,Ui ;r + ... + a^ »- ^S- + ^ 3— "^ ••• -^ ^«î TT = ^' 

dx^ axm+i oXn az op^ op^ 

■j—-\-aTn+i + ... + a--— +6«— -4- c"/-— + ... + Ct— = 0, 

âx^ oxjn+i âx^ ôz ap^ OPn 

les coefficients a, h, c étant holomorphes dans le voisinage des 
valeurs z\ xf^ pi. Ce système jacobien peut, à son tour, être remplacé 
par un système d'équations aux différentielles totales 

/ dxrr^+i = aX+i dx^ + ... H- aS+i dx^y 



dx^ = ai dx^ + ... + aj dx, 
(28) { dz= ¥ dx^ -h ... H- b^ dx 

dp^ =z cl dx^ + ... + c^ dx 



m9 



dpn = ci dx^ + ... + cj dx^; 



il existe un système d'intégrales de ces équations correspondant aux 
vajpurs initiales z^, Xi, pi : 

et, d'après les relations établies entre les systèmes jacobiens et les 
systèmes absolument intégrables d'équations aux différentielles 
totales (§ 35), les équations précédentes représentent précisément la 
multiplicité caractéristique issue de l'élément z®, a?-*, pi. Cette 
multiplicité est bien à m dimensions, puisque x^, ..., a?,„ sont des 
variables indépendantes. Les raisonnements faits plus haut deviennent 
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alors parfaitement ri^ureux et on peut affirmer qiie toute in 
du système proposé qui contient l'élément z°, xt, pî, en o 
une multiplicité d'ordre m, issue de celui-là. 

L'application de la méthode générale donne encore U€ 
remarques suivantes : 

I. — L'infégration du système en involution proposé 

F, =0, ..., F^ = 

est ramenée à l'inlè^'ration du système d'équations aux différei 
totales (28); d'après la manière même dont on a obtenu ce n 

système, il admet les intég;rales premières 

F, =a„ ..., F„ = a„, 

dont ^n peut se servir pour diminuer de m unités le noml 
fonctions inconnues. Si on obtient l'intégrale générale de ce a 
complètement inlégrable (28), on aura intégré par là même toi 
équations (26), où a,, ..., a„ sont des constantes quelconque 
si on veut intégrer seulement les équations proposées (20), on 
profiter de cette circonstance en faisant a, ^a^^ ... = ( 
dans la transformation précédente. Dans le cas où le système ] 
est de la forme (19), les deux systèmes (20) et (26) sont èquiv 
mais si le système en involution proposé est quelconque, so 
gration constitue, en général, un problème plus simple que ( 
système (26). 

II. — Étant donné un système en involution de m éq 
linéaires par rapport aux variables p^, on voit facilement < 
coefficients a et 6 dans les équations (27) et (28) ne dépendent 
:, x„ ..., a;,. De tout point (z", xj, ..., xi) il part donc une 
de multiplicités caractéristiques, mais toutes ces multiplicités ( 
risliques ont en commun une multiplicité ponctudle d'ordre 
l'on obtiendrait en intégrant te système complètement intégral 

!n + i = «i+i dx^ + ... + <4., dx„, 

dx„ =; ai àXf -H ... 4- a" dx„. 
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Soit P^j celte multiplicité ponctuelle; rintéjçrale, lieu des multiplicités 
caractéristiques issues du point (z*, x% ..., a;,?), se composera 
nécessairement de la multiplicité P^ et de l'ensemble de ses plans 
tangents. Ceci nous explique pourquoi, dans l'intégration des systèmes 
d'équations linéaires, on n'a pas besoin de tenir œmpte des termes 
en j9p ..., p„ dans les équations différentielles des caractéristiques. 

Tout système en involution de m équations linéaires admet, par 
conséquent, une intégrale complète représentée par n -t- 1 — m 
relations entre les variables z, a?,.; si les équations de ce système 
dépendent en outre de m — 1 constantes arbitraires, l'élimination 
de ces paramètres conduira à une équation semi-linéaire (§ 91). 

III. — Si tous les déterminants obtenus en prenant m colonnes 
dans le tableau (T) sont nuls pour les coordonnées z®, ce?, p£ d'un 
élément, le théorème fondamental peut être en défaut pour cet 
élément. Considérons, par exemple, le système en involution de 
deux équations 

^\ {Py q.z^px-- qy) = 0, F, (p, q^ z — px -- qy) = 

dont la première exprime que le plan 

est tangent à une certaine surface non dévéloppable 2^, tandis que la 
seconde exprime que le même plan est tangent à une autre surface 
non dévéloppable 2,. Soient P un plan tangent commun à ces deux 
surfaces, M et M' les points de contact et m un point du plan P. 
Supposons d'abord que le point m ne soit pas situé sur la droite MM'; 
de l'élément formé par le point m et le plan P part une caractéris- 
tique de la première équation, à savoir la droite Mm; d'un point 
quelconque m' de cette droite Mm part une caractéristique de la 
seconde équation, la droite M' m'. L'ensemble des droites M'm' 
forme une multiplicité caractéristique à deux dimensions, le plan P 
lui-même. Si, au contraire, le point m est sur la droite MM', les 
droites m M, m' M' se réduisent toutes à la droite MM' ; la multiplicité 
caractéristique se réduit à une multiplicité à une dimension. Pour 
un point m pris sur la droite MM', les cônes (T) et (T') relatifs aux 
deux équations seront tangents suivant la droite MM' et on vérifie 
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imincdiatement que tous les déterminants d'ordre 2 du ta) 
rectangulaire sont nuls. 

La théoiie générale ne s'applique donc pas aus intégrales 
lesquelles tous les déterminants d'ordre m du tableau (T) sont 
Nous les appellerons intégrales singulières, nous réservan 
montrer dans le chapitre suivant que les intégrales appelées 
haut singulières (| 91) satisfont bien à ces conditions. 11 ( 
remarquer que toute intégrale singulière d'une équation du sys 
est une intégrale singulière pour le système; mais la réciproque 
pas vraie. Ainsi, dans l'exemple de tout à l'heure, la dévelopi 
circonscrite aux deux surfaces S, et ^, est une intégrale singt 
pour le système des deux équations, sans être une intégrale singi 
d'aucune d'elles. 

La recherche des intégrales singulières se ramenant à une que 
générale déjà traitée, la recherche des intégrales commun 
plusieurs équations, nous ne nous y arrêterons pas davan 
Remarquons seulement qu'en se bornant, pour fixer les idées 
cas d'une seule équation, les raisonnements employés dans le c 
trais variables prouvent que, si la fonction F n'a pas été prise c 
façon particulière, l'équation F = n'admet pas d'une ma 
normale d'intégrale singulière. 

Pour traiter ce sujet plus complètement, il faudrait étudie 
relations de contact des intégrales singulières avec les autres 
grales; ce point exige des discussions très délicates que l'on troi 
dans le beau Mémoire de M. Darboux, pour le cas d'une 
équation. 

98. M. Sophus Lie a présenté la théorie générale sous une f 
un peu différente, au moyen d'une notation nouvelle que nous a 
faire connaître. Si dans les deux équations 
F(;, œ,, .,.,a;,, p,, ..,,pj=0, dz — p^dx^-~ ... — p, dx, 

1 Pi P- 

ou remplace z par a;„+i, v, par ^^> ■■-) », par ^— 

P.+1 •^ P.+ 

relation F r::: se change en une relation homogène et de degré 
par rapport à p,, ..., p„ + , et la seconde équation devient 

p, dx, -H p, dXf ^ ... + p„+, rfic„^.l ^= 0. 
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Changeons n en n — 1 et regardons acp ..., ac^ comme les coor/données 
d'un point dans Tespace à n dimensions, et jpj, ...,!?« comme les 
coordonnées homogènes d'un plan passant par ce point 

Px (Xi — x^ + ... + p^ (X, — xj = 0, 

le problème de l'intégration pourra être posé ainsi : Étant données 
q relations Fj = 0, ..., F^ = 0, homogènes par rapport aux p^, 
trouver une suite {n — 1) fois infinie d'éléments vérifiant ces 
q équations ainsi que la relation 

jp^ dx^ "h ... -f- p^ dXj^ = 0. 

La nouvelle notation a l'avantage d'être plus symétrique et elle permet 
en outre de tenir compte de certaines intégrales exceptionnelles qui 
disparaissent avec la définition ordinaire, comme un cylindre ayant 
ses génératrices parallèles à l'axe des z. 

Étant donnée une relation homogène par rapport aux p^, les 
équations différentielles des caractéristiques prennent la forme symé- 
trique 

dXi — dpk 



£FT dF 
à Pi ôXk 



\%^ K — i., Jiy ***) ^v> 



et la détermination de ces caractéristiques revient à l'intégration des 

équations simultanées 

J!_ ^v 

(F,v)=o, |;p.^^=o, 

qui forment un système complet, comme il est aisé de s'en assurer, 
car la dernière équation peut s'écrire [z,V] = 0. 

La recherche des intégrales communes à plusieurs équations 
revient à l'intégration d'un système en involution de la forme 

la démonstration est la même que celle qui a été donnée plus haut. 
On peut simplifier ce système au moyen de la transformation suivante. 
Si on pose 

^k = Xfc (^1) •••5 ^n)î Pk ^^^ j^ P' ^~ZJ^ (« = 1, 2, ..., n). 



L 



la relation 
devient ' 
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Pi dx^ + ... + p, dx, :=: 
p[ dx', + ... + pi dxi = 0, 



et toute parenthèse (F, <l>)j,p se change identiquement en (F', 4>')^., 
F' et 4>' désignant ce que deviennent F et <t> par la siibslitutio 
précédente. La vérification direcle de ce théorème n'offre aucm 
difficulté; il apparaîtra plus loin comme corollaire de la théor 
générale des transformations de contact. 
Appliquons à notre système en involution la transformation 



^ , dx', 

nous sommes conduits à un nouveau système en involution de' 
forme 

Pi' — H( = 0, a;;+, = 0, ..., x^ = 0, (( = 1,2,...,( 

Les parenthèses 

(p'i — H,, x].), (t = 1, 2, ..., s;k = s+\, ..., n), 

étant nulles, on en conclut que le nouveau système ne contie 
pas p',+i, ..., p'^. On arrive donc à un système en involution de 
forme 

Pi = U, -> P. = f.- 

99. Puisque tout système se ramène à un système en invoIuti< 
de cette forme, il suffit de considérer un système 

Pi = f„ -, Pï = U 
où /',, ..., fj sont des fonctions homogènes et du premier deg 
dej),4.i, ..., telles que toutes les parenthèses 

ip.-f,, p,-f,) 

soient identiquement nulles. Le théorème fondamenlat de Lie 
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déduit alors très aisément de la méthode de Mayer pour l'intégration 
des systèmes jacobiens. En effet, les multiplicités caractéristiques du 
système en involution précédent sont déterminées par l'intégration 
du système jacobien 

Si on pose 

ce système peut être remplacé (§ 30) par une équation unique 

où 

^ = ft + Vtft + - + yjç, 

et l'intégration de cette équation linéaire revient à celle de l'équation 
an — q -h i variables 

-^ - ^ ^t, y., ..., y,, a;,^., ..., X., j^^. "-, ^-J = 0. 

Le théorème fondamental de Lie se déduit donc du théorème spécial 
de Mayer pour les équations linéaires et homogènes. Inversement, 
si on applique le théorème de Lie aux équations linéaires, on est 
conduit aux mêmes résultats que par la méthode directe de Mayer (*). 



(i) Mayer, Die Lie'sche Intégral ionsmethode der partieUen DifferentialgleichungeH ersier 
Ordnung {Mathematische Annalen, t. VI, p. 162-192). 
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CHAPITRE XI 

Transformations de contact ('). 



300. Parmi les Irans formation s des figures planes ou 
dans l'espace, on a d'abord étudié celles qui font corre 
point à un point et qui, par suite, sont définies par des I 
la forme 

X = f{x, y, z), Y = ? {x, V, z), Z = ii (x, ; 

X, y, z étant les coordonnées d'un point de la premièi 
X, Y, Z les coordonnées du point correspondant de la nou 
Mous désirerons une telle transformation sous le nom i 
matioQ ponctuelle. 11 est aisé de voir que ces transfoi 
changent pas les relations de contact. En d'autres term 
courbes ou deux surfaces sont tangentes, il eu sera de 
courbes ou des surfaces transformées, et même la tra 
conserve Vordre du contact. 

On connaît depuis longtemps d'autres modes de tran 
que les précédents, qui jouissent de la même propriété, 
transformation par polaires réciproques. A tout point M ■ 
figures ne correspond pas un point déterminé de l'autre 1 
bien tous les points du plan polaire P du point M par i 
surface directrice du second d^ré S. Mais si l'on consid 



(*) Ailleurs à consulter : Lie. Bffrtndu»g einer Innariiinldi-Tlitorit der Bi 
fùmaliimtn (Kalkrmaliafkt AHnalf*, 1. VIII, p. 113-303); Théorie dtr '. 
enppe* (Zatiler Huckaiil). — Hayer, Dirtele Begraviuiig der Théorie i 
Traaiiformalioneit iKûiliemaliKhe Amslen, I. VIII, p. 304-3!!). — DariKiiix, 
lirm, etc., (!■ el 4* imrtles) ; Sur te frobllmt de l'faj {Balleliii da ScieactK 
l. Vl,î'si:pie). 
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point M, un plan r passant par ce point, il correspond au plan r un 
point m du plan P et toute surface tangente en M au plan x aurasa 
transformée par polaires réciproques qui sera tangente en m au 
plan P. Deux surfaces tangentes se changent donc en deux surfaces 
tangentes. De même, si sur la normale en M à une surface quelcon- 
que S on porte une longueur constante MM' = i, le point M' décrit 
une surface S' parallèle à la première. La position du point M' ne 
dépend pas seulement de la position du point M; elle dépend aussi 
de la direction du plan tangent en M à la surface S. Mais, si oq 
considère deux surfaces S, S^ tangentes en M, les surfaces parallèles 
seront tangentes en M' puisque, comme on sait, les plans tangents à 
deux surfaces parallèles en deux points correspondants sont parallèles. 
Il serait facile de multiplier les exemples. Parmi les transformations 
les plus simples jouissant de la propriété précédente, on peut cifer 
encore la transformation dans laquelle on fait correspondre à un 
point d'une surface le pied de la perpendiculaire abaissée d'un point 
fixe sur le plan tangent en ce point. 

101. Proposons-nous, d'une manière générale, de trouver toutes 
les transformations qui changent deux surfaces tangentes en deux, 
surfaces tangentes, ou qui conservent les relations de contact. Soient 
X, y, z les coordonnées d'un point d'une surface, p, q les coefficients 
angulaires du plan tangent à cette surface, X, Y, Z les coordonnées 
du point correspondant de la surface transformée, P, Q les coefficients 
angulaires du plan tangent à cette nouvelle surface. Il est clair que 
X, Y, Z, P, Q ne doivent dépendre que de x, y, z, p^ q; les formules 
de transformation auront donc la forme suivante : 

/|v(X = /;(x,i/,z,i9,^), Y = f^{x,y,z,p,q), Z = jf,(aî,î/,z,p,g), 

Vne pareille transformation fait correspondre un élément à un 
élément, mais elle ne conserve pas nécessairement le contact. Si le 
point (x, t/, z) décrit une surface S, p et g étant les coefficients 
angulaires du plan tangent à cette surface, le point X, Y, Z décrira 
une autre surface S' et il faudra que P et Q soient lés coefficients 
angulaires du plan tangent à cette nouvelle surface, ce qui n'aura 
évidemment pas lieu si les fonctions / et f sont quelconques. Pour 
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qu'il en soit ainsi, il faudra que l'on ait 

dZ — PdX — QdY = 0, 

toutes les fois que l'on a 

dz—pdx--qdy=0, 

et, comme la première expression est une fonction linéaire de 
dy, dz, dp, dq, ceci ne pourra avoir lieu que si on a identiqueii 

dZ — P dX — Q dY — f {dz — p dx — q dy), 

p élant une fonction quelconque de x, y, z, p, q, ne contenant pa 
diiTérentielles. 

Plus généralement, élant données {2n + 1) variables z, x^, ... 
Pi> ■■■5 P- et un système de (2n + Ij fonctions Z, X,, ,.., 
P„ ..., P, de ces variables, on dira que la transformation 

z' = Z, x'i= X(, p[ — Pt, (i, fc = •), 2, ..., n), 

est une tranaformation de contact, si les fonctions Z, Xj, P^ satit 
identiquement à une relation de la forme 

dZ — P, dX, — ... — P,dX, = p(ds — j), da;, — ... — p.d 

p étant une fonction quelconque de z, x^, ..., x^, p„ ..., p„. 
transformation de cette nature change une multiplicité M en 
autre multiplicité M, mais il faut remarquer que la multiplicité ti 
formée ne sera pas nécessairement de même nature que la multip 
donnée. Ainsi, une telle transformation pourra faire correspond 
l'ensemble d'une surface et de ses plans tangents l'ensemble d 
courbe et de ses plans tangents. Par exemple, la transformalioi 
polaires réciproques appliquée à une surface développable donne 
courbe et, appliquée à un plan, donne un point. Remarquons 
maintenant que, si on a deux multiplicités MJ formées de 
courbes et de leurs plans tangents, pour que ces deux multipl 
aient un élément commun, il faut et il suffit que les courbes 
un point commun. Si donc une transformation de contact ch 
des surfaces en des courbes, elle changera deux surfaces tangi 
en deux courbes qui se coupent et inversement. 

Il est clair que ta transformation inverse d'une transformatic 
G. Lrtms. 17 
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contact est une transformation de contact et que la suite de deux 
transformations de contact est encore une transformation de contact ; 
ces transformations forment donc un groupe. 

102. Nous sommes doue conduits, pour déterminer toutes ces 
transformations, à résoudre Téquation aux différentielles totales 

(2) dZ — PjdXj — ... — P«dX^ = p(dz — p^dx^ — ... — Pndx^)y 

où Z, X,., Pf., p sont des fonctions à déterminer des 2n 4- 1 varia- 
bles z, Xi, Pi,, C€|tte équation nous montre qu'il doit exister au moins 
une relation entre les variables Z, X,-, z, x^, contenant Z et r. Suppo- 
sons, pour prendre le cas général, qu*il existe h relations distinctes 
entre ces variables et h seulement 

( *i (Z, X.., z, X,) = 0, 

(3) (t = 1, 2, ..., n); 

( ^, (Z, X,, z, x) = 0, 

l'équation (2) devra être une conséquence des équations 

c'est-à-dire qu'oti devra pouvoir trouver h coefficients \^ ..., \ tels 
que l'on ait identiquement 

dZ — Pj dXj — ... — P^ dX^ — p (dz — p^ dx^ — ... — p^ dx^y 

= X| d^i 4- ... 4- Xa d^j,. 

Ceci entraîne les égalités suivantes : 

^-^^^ dZ ^ ' ^^' âZ 

Les égalités (3) et (4) sont au nombre de 2n -f 2 -f- h et, en général, 
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détermineront les (2n -f 2 + ^) fonctions Z, X<, P<, X^., p en fonction 
de z, a?i, Pi. 
De ces équations on peut tirer immédiaternent le système 

4^i=0, ..., ^A = 0, (i = l,2, ..., n), 

de n + /i + 1 équations qui ne contiennent que Z, X^, ..., X^, 
Xj, ..., Xft. On tirera de là les valeurs de Z, X^, ..., X«, X^, ..., X^ et, 
en porlant ces valeurs dans les autres équations, on aura les valeurs 
de Pj, ..., P^ et p. 

Il n'y aurait exception que si les équations (5) étaient indéterminées 
ou incompatibles. On voit immédiatement que ces équations ne 
peuvent être indéterminées, mais il pourrait arriver qu'elles fussent 
incompatibles; cela arriverait si on pouvait éliminer Z, X^, X^ entre 
ces équations et on obtiendrait une relation de la forme 

? («j aco pt) = 0. 

Ce cas exceptionnel écarté, on voit que les équations (3) définissent 
complètement une transformation de contact. Comme le nombre h 
peut prendre les valeurs 1, 2, ..., n -f- 4, on voit, qi^'on aura 
(n + 1) catégories de transformations à considérer. Dans le cas 
limite où h = n -h iy les relations (3) déterminent complètement 
Z, Xj, ..., X^, et on a une transformation ponctuelle. Un autre cas 
limite très important est celui où /i = 4. On a alors une seule relation 
entre les variables Z, X^, z, a;,., 

*i (Z, Xi, z, Xi) = 0, 
et l'équation (2) devra être équivalente à l'équation 

Ceci donne les conditions 

â'bi ô'l^ à^^ âût^ 
à7j dXi dz âxi 
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qui s'écrivent 

^ dZ dz ' 

— ^ «, + — ii = 0, 
on tirera Z, X{ des équations 

à moins qu'on ne puisse éliminer Z, X,- entre ces équations et obtenir 
une relation de la forme 

^ (^, ^». Pk) = 0. 

Mais alors les équations précédentes montrent que la relation ^^ = 0, 
où on considère Z et X^ comme des constantes, donnerait une inté- 
grale de l'équation © = 0. Donc, pour que la fonction <^^ fournisse 
une transformation de contact, il faut et il suffit que la relation ^^ = 0, 
où on considère Z et X^ comme des constantes arbitraires, ne définisse 
pas une intégrale à n -t- 1 constantes d'une équation aux dérivées 
partielle^ du premier ordre. C'est ce qui aura lieu, en général, 
puisque cette fonction ^^ contient (n + 4) oonstantes. 

Exemple. — Prenons les relations 

X|4.+i = a?|x+i, ..., X^ = a;„, 
Z — z + XjXj 4- ... 4- XjxXjx = 0; 

on devra avoir 

dZ — P^ dXj — ... — P;, dX„ — p [dz — p^ dXj — ... — p^ dxj 
= X [dZ — dz 4- Xj dx^ + x^ dXj — ... + X[a dx^ + x^ dXpt] 

+ X[i-Hi [dXjx + i — dx^ + i] + ... 4- "kn l^^n — d^J» 

on voit de suite que l'on a 

Pj = — X^y ..., Pu = — XjA, Xj = pj, ..., X|x = /9a, 



,» 
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et, par suile, 

Z = z — p,aT, — ... ~pp.x^, 

Nous retrouvons une transformation que nous avons déjà emplo 
plusieurs fois el qui comprend, comme cas particuliei-s, la transi 
mation de Leg^endre et la transformation d'Ampère que l'on ve 
plus loin. 

103. Considérons, en particulier, le cas de trois variables x, y. 
Dans ce cas, il y aura trois classes de transformations de cont; 
suivant qu'on établit 1, 2 ou 3 relations entre x, y, z, X, Y, Z. 
cas de trois relations conduit aux transformations ponctuelles. 

Supposons qu'on parte d'une seule relation entre x, y, z, X, Y, 

<]< (X, Y, Z, X, y, i) = 0. 

Il faudra adjoindre à cette équation, pour déterminer X, Y, Z, 
Q et p, les équations suivantes : 





*â = ». 






= 0, 






ai 




= 0, 



La transformation est complètement définie si on se donne la relat 
(]/ ^ 0, appelée par Plûeker équation dircctnce; X, V, Z sen 
données par les foi-mules 

(A) 4, = o. 'i + pf-* = o, ^ + g^ = o. 

^ ' ^ ' âx "^ âz dy ^ dz 

La transformation ainsi obtenue peut être interprétée géométriqi 
ment comme il suit. Si on considère, dans l'équation iji ^= 0, X, Y 
comme des constantes, cette équation, où a;, y, z sont les coordonn 
courantes, représente une certaine surface 2. De même, si di 
(}i =:: on considère x, y, z comme des constantes, cette équat 
représente une surface 2'. A tout point X, Y, Z, l'équation <]i = 
fait donc correspondre une surface S et à tout point x, y, z i 
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surface S'. Cela posé, imaginons que le point (x, y, z) décrive une 
surface S ; la surface correspondante S' décrite par le point X, Y, Z 
sera donnée par les formules (A) qui expriment que S' est l'enveloppe 
des surfaces 2' relatives aux divers points de S. Il est aisé de voir 
que l'équation (A) exprime aussi que S' est le lieu des points X, Y, Z 
tels que la surface S correspondante soit tangente à S. Ces propriétés 
sont évidentes pour la transformation par polaires réciproques. 

Exemple I. — Soit 

(1^ = Xx 4- Yy — Z — z = 0; ' 
on a 

X~p=:0, Y — g = 0, a-P=0, î/-Q = 0, 

et, par suite, 

Z = px -h qy — z, 

c'est la transformation de Legendre. 

Plus généralement, supposons que la fonction tj; soit l)ilinéaire, 
de façon que les surfaces 2 et 2' soient des plans, 

(]; = X (ax + 6?/ + cz -*- d) 4- Y {a'x + Vy ■+- c'z -h d') 

+ Z (a'x -h Vy -f- c'z 4- d') — (jxx + ^y -f- y^ 4- 8) = 0. 

Effectuons d'abord la transformation homographique 



\ 
I 



ax -hby -h cz -i- d 

^ — *^ , 

* ax 4- Py 4- YZ 4- 8 

a'x 4- fe'v 4- c'z 4- d' 
y z=z , 

ax 4- Pî/ 4- YZ 4- 8 

a'x 4- Vy 4- c'z 4- d' . 

Zm = — 



\ * "^ ax 4- Pt/ 4- Y^ + 8 

tj; prendra alors la forme 

Xx^ 4- Yy^ 4- Zzj — 1 = 0. 

Lorsque le point (x, y, z) décrit une surface S, le point (xj, y,, z^) 
décrit une surface S^ homographique à la première.. D'ailleurs, 
l'équation 

Xxj 4- Yy^ 4- Zz, — 1 = 



*.i 
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représente le plan polaire du point (x^, y^, z^) par rapport à la s\ 

X' + Y' + Z' — 1 Z3 0. 

L'enveloppe de Z' est donc la transformée par polaires récipn 
de S, par rapport à cette sphère. On conclut de là que, quand 
bilinéaire, la transformation est équivalente à une transform 
homographique suivie d'une transformation par polaires récipro 



Exemple IL — 


Soit 




* = (X- 


-X)' 


+ (Y - »)■ + (z - »)• - n- = 0. 


faut lui adjoind 


re les relations 


X-x + pÇi- 
X-x +P(Z- 


-ï) = 0, Y-i, + <j(Z-ï)=0, 
- .) = 0, Y - !, + Q (Z - ï) = 0; 


! qui donne 




H 


X = xi 


Itp Rg 



c'est la transformation par laquelle on passe d'une surface à 
surface parallèle, ou dilatation. Les surfaces ïl et Z' sont des sp 
de rayon R ayant respectivement pour centres le point (X, Y, 
le point (x, y, z). 

Exemple IIL — En prenant 

.;< = X* + Y* + Z* — X3! — Yy — Zï = 0, 

on retrouve la transformation par laquelle on passe d'une surf 
sa polaire relativement à l'origine. La surface 2 est un plan 

surface 2' une sphère. 

104. Supposons maintenant qu'il existe deux relations entre ' 
Z, X, y, z, 

4,^0, 4, = 0. 
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Il faudra leur adjoindre les équations 



^X 






(?Y 



dX 



9P = 



âx OX 



^ ày dy 



Il est aisé de tirer des trois dernières équations une relation ne 
contenant plus p, \ et X,; en éliminant p on a, en effet, 



\ày 



^%M^-''%='' 



dz 



)-^fê 



dy dz 



)= 



0; 



comme X^ et X, ne peuvent être nuls à la fois, d*après la première 
des relations écrites plus haut, on en conclut la nouvelle équation 



A = 



OX dz 

d^, d^. 

dy dz 



dx dz 

à^t d^^ 

dy dz 



= 0, 



qui, jointe aux équations 



'l'i = 0, 4', = 0, 

permettra de déterminer X, Y, Z. 

On peut encore donner de ces équations une interprétation géomé- 
trique. Considérons, dans les équations ^^ = 0, ^j = 0, X, Y, Z 
comme des constantes et x, t/, z comme des coordonnées courantes. Ces 
équations définiront une certaine courbe G, lieu du point (a;, y, z). En 
d'autres termes, ces équations font correspondre à tout point (X, Y, Z) 
une courbe G, et de même, à tout point (a;, y, z) correspond. une 
courbe G' représentée par les mêmes équations où on regarde X, Y, Z 
comme les coordonnées courantes. Lorsque le point (a?, y, z) décrit 



k 
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une surface S, les courbes C relatives aux divers points de S forint 
une congruetice. L'équation & := détermine la surface focale 
cette con^iience, surface qui est la transformée S' de la surface 
On montrerait aussi que S' est le lieu des points X, Y, Z tels q 
les courbes C correspondantes soient tangentes à la surface S. 

Pour avoir les transformations les plus simples de cette espèce, 
est naturel de supposer que les courbes G et C sont des droites. 

Exemple I. — Soit 

tlii^Y — y = 0, t^, = Z — ï + Xa: = 0, 

on aura 

A=X— j) = 0, 
et, par suite, 

X=p, Y=:y, Z = z—px. 
En écrivant que 
dz ~ X dp — pdx — P dp — Qdy =: dz — p dx — q dy, 

on trouve 

P = -x, Q = q. 

On a ainsi la transformation connue sous le nom de transformati 
d'Ampère. 

Exemple II. — M. Lie a donné un autre exemple remarquai 
où les courbes C et C sont des droites, en partant des deux re 
lions 

-t, =X + tY + z-hxZ=0, 

6^ = xQi — i\) + y — Z = 0. 

A tout point (X, Y, Z) correspond une droite appartenant à un complt 
linéaire et à tout point (x, y, i) une droite qui rencontre le cer 
imaginaire de l'infini. 
Calculons i; on trouve 

i = Z + p-g(X-iY) = 0; 
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\ aisément les formules suivantes : 



P = 



sformation change (es lignes droites en sphères ou, 
i plus précise, fait correspondre au système doublement 
nents formés d'un point d'une droite et d'un plan passant 
Iroite le système doublement infini d'éléments formés 
il d'une sphère et le plan tangent en ce point. Soient, en 

{ ax + by -t- cz + d = 0, 
f a'x •+■ b'y + c'z -r d' =0 

ns d'une droite. La transformée est le lieu des points 
s que la courbe C correspondante rencontre cette droite, 
Et surface qui a pour équation 



Z 1 X + tY 

— ïY 1 — Z 

une sphère, comme il est aisé de le voir en développant 
lant. A deux droites qui se coupent, cette transformation 
Kindre deux sphères tangentes. Aux tangentes asympto- 
e surface quelconque S correspondent les sphères oscula- 
i la transformée S' et aux lignes asymptotiques de S les 
ourbure de la transformée S' (*). 



races tangentes CD un point H sontdiles Mculifricn lorsque les <l«uitanj<eiites 
i« d'intersection sont csnfondues. Les spb^res osoulalrices à une surface en un 
i deux spbtres langenlBs en M qui ont pour ceulres les centres de courbure 

ir le Mémoire déjï cili d« 
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Exemple III. — Soient 



*, = x^ 


' + Y' + Z' - (i- + 


■ y' + '') 


= 0, 




♦■ = x 


I + Yj/ + Zi = 0; 








les courbes C et C 


sont alors des cercles. 


On a 






i. = l(fy- 


- <Ii) + X (K + qi) 


-V(« + 


p.)= 


:0. 



Cette équation i = représente un plan qui passe par la droite OM 
et par la normale MN à la surface en M. On conclut de là la cons- 
truction suivante du point m correspondant au point M : dans le 
plan passant par M et la normale MN à la surface, on mène la 
perpendiculaire Om à OM sur laquelle on prend une longueur 
Owi^^ OM. Cest la transformation dite apsidale, qui permet de 
passer de l'ellipsoïde à la surface des ondes. Les fonctions <J'j et i/^ 
étant symétriques en ce, y, z et X, Y, Z, on en conclut que la trans- 
formation est réciproque. 

105. Les paragraphes précédents contiennent la détermination, 
sous forme fmte, de toutes les transformations de contact. Mais on 
peut se proposer sur ces transformations bien d'autres problèmes. 
Par exemple, étant donnée une fonction Z des 2jt + \ variables r, 
X(, Pi, on peut se demander s'il exisie d'autres fonctions Xj, P* telles 
que les formules 

z' = Z, x,' = X.-, p; = p» 

définissent une transformation de contact. La solution de cette 
question et de bien d'autres analogues se déduit sans difficulté des 
théorèmes suivants qui sont fondamentaux dans cette théorie. 

Théorème {'). — Soient Z, X^, P^ 2n +- 1 fonction» des In + \ 
vanables z, Xf, Pt, dont les différentielles vérifient identiquement 

(■) SI on soppue coilnue li théorie générale des éqaitioDs'aai dérîiées parlielles da 
premier ordre, l« proposilioa peul s'étftbllr très aisément. En elTel, de l'fdentllé (6) on 
dûduitqne las relslions 
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la relation 

(6) dZ — PjdXj — ...— P^dX^ = p(dz — Pi da?, — ... — Pn^^^^y 

ou p est une fonction des variables 2, Xf, pjt, qui n^est pas nulle : 
ces 2n + 1 fonctions sont indépendantes et satisfont aux relatiotis^ 

[X,, X,] = 0, [Z, XJ = 0, [X„ PJ = 0, 

[X„ PJ = - p, [Z, PJ = - p Po [Po PJ = 0. 



lions [Z, X(] = 0, [Xts Xft] = doivent être des conséquences des précédentes, ce qui ne peut 
avoir lieu que si ces crochets sont Identiquement nuls, puisquMls ne contiennent pas a, «i, 
..., Hm- D'un autre Côté, la relation (6) peut s'écrire 

rf(Z — XaiPa, — ...— XagPaç) + Xa,dPa, + ... + XagrfPa^ — Pa^ldXaç_^i —PandXx^ 

z=z^(d%-^ Pi rfj-, — ... — Pn dXf^y • 

où a,, ..., a„ sont les nombres 1, 2, ..., n, rangés dans un certain ordre. Cette identité est de 
même forme que la première, mais les fonctions Z, X,, ..., X„ sont remplacées par 

Z — Xa, Pai — ... — Xotç Pa^, Patj, ..., Pj^, ^^g + i» — > ^V 
On a donc 

|PôP»l=0, [Pi,Xfcl = 0, (t5*), fP.-,Zl = Pf[Pi,Xil. 

L'équation (6) peut encore s'écrire 

d(l^ —\ — 2 P,- d /X; + — ^ j = p (da — p, djr, — ... - p^ AsJ, 

où S = 1 + PJ 4- ... + pa. On a par conséquent 



rXi + — , Xfc + — 1=0, 



ce qui donne 



|P|» Xj] — [Pj, Xj] — ... — [Pu, XnJ. 

Enfin, pour avoir la valeur du crochet [Xj, Pi] écrivons la relation (6) sous la forme 
dZ — P, dX, — ... - Pu dX„ — p P„+i rfi^u + i = p (rfa - Pi rfj^, — ... — J»u+i rf^«^-i)» 

en introduisant un nouveau couple de variables ^n^vPn-k-v Comme Z, X<, Pib,p ne con- 
tiennent pas ^„^_p /'u+i ®" aura» d'après ce qui précède 

|PùXi] = [pp„^l,j:„^ll=:p. 

On a ainsi les valeurs de tous les crochets. Il ne reste plus qu'à faire voir que les 2» + 1 
fonctions Z, Xt, Pjb sont indépendantes. Supposons qu'on ait une relation de la forme 

P| ^^ y (2» ^n •••» Xm Pjï •••» Pj») » 

on devrait avoir |P,, X,] = p et des relations précédentes on déduitau contraire fP,, X,l == 0. 



»(f^ 
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M. Lie a déduit ce théorème de la théorie du problème de Pfaff. 
MM. Mayer et Darboux ont donné ensuile des démonstrations directes. 
La démonstration suivante est celle de M. Darboux. 

L'équation (6) peut être remplacée par les 2 n 4- 1 équations 
suivantes : 






w ■ £-2^.^=-^».. 



Employons toujours la notation 

A —A -^ 

dxt ôXf. dz 

on pourra alors remplacer les relations (8) par les relations 

obtenues en jéliminant p entre les équations (7) et (8). Soit u une 
fonction quelconque de z, cc<, p^t? en supposant que les différentielles 
dXij dz soient liées par la relation 

dz = p^ dxj 4- ... -h p„ dx^, 
on aura 

/du âu\ , du ^ du ^ 

dti = I- H Pi 3-1 dx. -H ... -i- 3— dp. 4- ... + - — ap^, 

\dx^ ^ dz/ dp^ * dp^ 

c'est-à-dire 

du _ du ^ du ^ du ^ 

du = ~ dx. + ... + ^ d^. + ^^ dp, + ... + ^^ dp,. 

Appliquons cette formule aux fonctions X^ et P<. Nous aurons 



XH) 



^v dX. dX. dX. dX,^ 

dXi = - — dx, 4-... 4--; — dx^-h - — dp. 4- ... 4- ^ — a»^, 
* (ia?4 * dx^ " <?Pi ^* dp^ ^"' 

diCj * dx^ "" dp^ '* dp» 



^ 



I 
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Cela posé, imaginons un second syslème de différentielles que nous 
désignerons par la lettre 3 et que nous emploierons en même temps 
que le premier; on aura d'abord 

8Z - P, ÎX, - ... - P, 8X, = p {U^p, ^x, - ... -^. 8x.), 

et, en différentiant cette relation dans le premier système d'accrois- 
sements, il vient 

dîZ - dP^ ÎX, — ... — dP, SX, — P, dSX, — ... ^ P, dSX. 

= dp (Sz - p^ Sx, — ... — p^ Sx,) 
+ p\ dlz — dp^lx^ — ... — dp, Sx, — p, dSx, — ... — p.dSx, |. 

Supposons toujours que l'on ait 

dz = p, dx^ 4- ... -f- Pn dx„, 
5z =zp^ Sx, + ... -I- p, Sx„, 

permutons les différentielles d et S dans la relation précédente et 
retranchons les deux relations ainsi obtenues; il viendra, en remar- 
quant que les opérations dS et Sd sont équivalentes, 

dX, SP, — dP, SX, -f- ... + dX, 8P, — dP, SX, 

= p [dx, 8p, ■— dp, Sx, H- ... 4- dx, Sp, — dp^ Sx,]. 

Écrivons que celte dernière relation a lieu, quels que soient les 
accroissements Sx^, Sp^., après y avoir remplacé SP^, SX^ par leurs 
valeurs tirées des équations (11) où on aurait remplacé d par S; il 
viendra 

pda;^^^i,iX,-^dP, + ...+^"dX,-^*dP,. 

— pdpi = -;-^dX,— -— ^dP, H-... -h^-î^dX, — — -?dP,. 
^ dXi dXi * dXi dXi 

9 

Les deux systèmes d'équations (11) et (12) doivent être équivalents; 
si on remplace dans le système (12) dX„ dP^ par leurs valeurs tirées 
de (11), on doit aboutir à des identités. On en conclut, d'après ua 
théorème bien connu sur les substitutions linéaires, que si A désigne 
le déterminant des coefficients de dx,., dpi. dans les équations (11) 
cl A' celui des coL»fficient^ de dX^ et dP^. dans les équations (12) 
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résolues par rapport à dx; et dpt, on aura 

Ai' = l. 
Or, 





- dX, 

'"'ST 


âX, 
àp,' 


àX, 

"' àp. 


dP. 
dx. 


dT. 
'"' dx. 


àP. 
àp,' 


àP. 
'" àp. 


àp, 


'àp,' 


dX, 
'àp,' 


àp 



dx^ 



dx. 



on voit facilement que le second délerminant se ramène au premi 
par une permutation convenable de lig;nes et de colonnes. P 
conséquent, 

4' =-4. 



A' = p'", A =: ± p". 
Considérons maintenant le déterminant fonctionnel de Z, X,, 






à2 


()Z 


àZ 


àZ 


àZ 


àt 


àx,' 


' àx. 


àp,- 


' àp. 


àX, 


àX, 


àX, 


àX, 


àX, 


âz 


àx,' 


' àx. 


àp. 


'àp. 


àP. 


àP. 


à P. 


àP. 


àP. 


àz 


àx,' 


' àx. 


àp,' 


'àp. 



Ajoutons aux éléments de la deuxième colonne ceux de la premiè 
multipliés par j),, ele..., aux éléments de la (n H- 1)' ceux de 
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première multipliés parp,; on trouve 



dZ dZ dZ dZ dZ 

âz dx^ dx^ dpj dp^ 



1 = 



dX. dX| dX. àX, dX, 

9 -: > •••> n > -: — -y •••? 



àz dX| 



dx^' dpi 



dp, 



àK dP. 



dP. dP, 



dz dxj * dx^ dp^ 



dP, 

àPn 



Enfin, ajoutons à la première ligne les éléments de la seconde 
multipliés par — P^ etc., ceux de la (n 4- 1)® multipliés par — P^, 
il vient, en tenant compte des relations (7), (9) et (10), 



1 = 



p, ..., 0, 0, 
dX^ 

dz 

• • • • 

dP^ 







dz 



= ?^i 



d'où 



I = ± 0-+». 



Comme p est différent de 0, on en conclut qu'il en est de même 
de I. Les fonctions Z, X;, P^^. sont donc indépendantes et on peut 
résoudre les équations 

z' = Z, xi = x„ p; = p„ 

par rapport à z, x,-, p^,. . 

Pour démontrer la seconde partie du théorème, remplaçons, dans 
la formule générale 



du . du . du ^ du ^ 

d« = _ rfo,, + ... + — dx. + ^— dp, + ... + -dp., 



daîp ..., dx^, dpi, ..., dp^ par leurs valeurs tirées des formules (12), 
il vient : 

p du = [P,, u] dXj -h ... + [Pn, w] dX^ 

— [X„u]dP,-...-^[X„w}dP,. 



Jsk 



CHAP. M. — TRANSFORMATIONS LE CONTACT 

Si on remplace u, dans cette formule, successivement ps 
en écrivant que les coefficients de dX,- et dPf sont nuls 
quantités sont arbitraires, d'après les foimules (12), 
coihpte de la relation 

dZ=Pi £ÎX,4- ... + P,. dX„, 
on trouve précisément les relations qu'il s'agissait d'étal 
[\„ X,] = 0, [Z, X,] = 0, [P;, i\] IZZ I 
[X,, P,] = _ p, [Z, P.] = - p P„ [X„ P»] = 0, 

Il resterait, pour compléter c«s relations, à calculer les c 

[(., ZJ, [f, X,], [p, PJ; 

c'est ce qui se fait très aisémeut en appliquant la roriii 
de Mayer 

[[«,.•],„] + [[«,»],„] + [[«s »],v] 
ù livis tics fonctions Z, X;, Pf On trouve ainsi {') 
c)X, 



106. UcciproqueiHcnt, étant données (n + 1) foncti 
Z, Xj, ..., X, des l'fli'iaWes ;, Xi,pt, vérifiant tvs rcla\ 
[Z, X,-] = 0, IX;, X,.] ^ 0, (i, /; ^ 1 , 2, 
on peut toujours trouver, et d'une scide tnanièn; 
P,, P„ ..., P„ des mêmes vaHables, telles que l'on ail 
dZ — P, ((X, — ... — P„ dX„ = p {dz — p, tî.c, — . 

Nous allons nioiilrur, ù cet cfl'ct, ([ui; le.i 2 n équatii 
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sont compatibles et peuvent être résolues par rapport à P,, ..., P„. 
Je dis (l'abord qu'il y en a certainement n parmi elles qui seront 
résolubles par rapport à P,, ..., P.. S'il n'en éfait pas ainsi, tous les 
déterminants d'ordre ii qu'on poun'ait tirer du tableau 



dX, 



dX, 



dX, 
dp,' 



dX, 



dx. 



dx, dpi 



àp. 



seraient identiquement nuls, ce qui est impossible si les n fonctions 
X|, ..., X„ sont distinctes (§ 97). 

Il suffit donc de prouver que les valeurs de P,, ..., P, 
ci?s 11 l'elations satisfont aux n autres. Posons 



i de 



dp, -H 



(JX; 



-^_Vp ^' 

'" — dj-^ ^, àx^ 



on aura entre les premiers membres des équations A^ : 
)i relations linéaires distinctes 






= [z,>:j-i;p.[x»xj = o, 



de sorte que n de ces équations sont des conséquences des n autres. 
Supposons, pour fixer les idées, que le déterminant 



dx, d 

soit dilfércut de 0; on pourra alors tirer des équations (10) les valeurs 
de P,, ..., P, et les relations précédantes prouvent que ces valeurs 
qui annulent B,, ..., B, annuleront aussi A,, ..., A„. La valeur de p 

sera fournie eiisiiîte par l'équatiop (7). 
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Tout ceci nous permet maintenant de résoudre ! 
nous nous sommes proposé (§ 105). Étant donnée un 
variables s, x^, p^, on cherchera d'abord n foneti 
lies mêmes variables, formant avec Z uo système e 
(n + i) fonctions distinctes. Les équations (9) et 
alors, par de simples opérations algébriques, des fonc 
telles que la transformation 

soit une transformation de contact. 

107. Étant données deux fonctions quelconques F. 
-> ^<) Pkf ^i ■'■1 fi>it une transformation de contacl 
les variables 3, x^, pt par des fonctions de nouvelles 
pi, les fonctions F et H se transformeront en de noi 
F' et H' des variables r',x,',pietlecrochet[F, H]^„ 
à un facteur près, dans le crochet [F', H'j^vp' des fo 
par rapport aux variables z' , xl, pi. En d'autres le 
[F, H] est un invariant relativement à toute tn 
contact. 

Supposons que Ton ait entre les difféi-enti elles des f< 
des variables nouvelles :', xl, pi la relation 

d; — Pi <ix^ — ... — p„ dvC„ =: f {dz' — j)| dx[ - 

Toutes les fois que le crochet [F, H] sera nul, il en s 
ci-ochet [F', H'],vj.'; en effet, lorsque [F, H] ~0, 
des fonctions il„ ...,-H„, P„ Pj, ..., P., telles qut 
queir.ent 

dF — P.dH — P.dH, — ... ~P„dH„ 

= X(dz—p^ (ix, - 

En remplaçant, dans cette identité, :, X;, p^ par 1 
fonction des nouvelles variables, eUe deviendra 

rfF' - p; div — p; dH, - ... - p: dn; 
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et de là on conclut que le nouveau crochet est nul 

[F', H'Ji'a:'^' = 0. 

Les deux crochets [F, H] et [F', }i']s'x'p'y s'annulant en même temps, 
ne doivent différer que par un facteur dépendant de la transformation 
seulement. Il est facile de calculer ce facteur, ce qui fournit en même 
temps une vérification du théorème. Remarquons pour cela que si on 
u deux fonctions 

où a,, a„ ...5 ttg sont des fonctions quelconques de z, a?,, Pf., on aura 

tr. H, =21; ^, [»„ .j. 

Appliquons celte formule aux fonctions F, H, les variables intermé- 
diaires étant ici z', xl^ pi; il vient 



t^' "3 =? Iftl? c^'' -'] 



.y T)(¥',n') yy D(F',H') 

En tenant compte des relations qui ont été établies (§ 105) entre les 
fonctions z\ x\y pi des variables z^ a;,, pi,y il reste 

fF Hl-^V D(F',H'),, lv D(F',H') _i 

[F, H] - -2,- îJ-(?7^ ^^^ - p i DÔW;^ -f [l* ' H ]..,,. 

Par conséquent, 

LF', H'],vy = p[F,H],,,, 

108. Parmi les conséquences de la théorie précédente, il convient 
de signaler dès à présent les suivantes : 
Les intégrales de Téqualion linéaire 



k 
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P P 

sont Z, Xj, ..., X,, p) ■■■■' ^; de même, lea inlOgrales '1" '' 
linéaire 

sont Z, Xi, ..., X„, P„ ..., P,_„ Pi4.i, ..., P„. Par c 
nn est parvenu Mroiivorn intégrales X,, ,..,X, (leTiVii 
[Z, F] = 0, formant avec Z un système de n 4- 1 fond 
telles que tous les crochets [X;, X^] soient identiquen 
aura les autres intégrales par des différentiations et la r 
système d'équations du premier degré (§ 66). 

Plus ^-néralement, le système complet de ^l équation 

[X„F]=0, ..., [Xn, F1 = 

admet les 2n + 1 — ;j. intégrales distinctes 

Z, X„ ..., X,„ P;i+„ ..., P 

donc, si on connaît n + i — \l intégrales de ce sysi 
Z, X;i+i, ..., X,, formant avec X,, ..., Xf. wji stjstèi 
fonctions distinctes en involution, on awa l'intégi 
par des différentiations et la résolution d'un systèmi 
du premier degré. 

109. Ltant donnée une équation du premier ordre 

(13) F(r,x„p,) = 0, 

si on remplace r, x„ p^. par des fonctions de nouve 
-, x', p'k, 

- = ({■', ■■'■/. K)' -f. — f: {-', ^'', P'è, îh = 5/ 
(i,k = i,%...,n}, ' 

satisfaisant à la relation 

dz — p, dx^ — ... — j)„ dx„ =p (d:' — p[dx\ — . 

l'équation proposée se chang:e en une nouvelle équatîo 

ordre 

(■li) . F, <z', xU pi,) ^ 0,- 
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et, comme toute multiplicité M„ se change en une multiplicité M 
toute intégrale de la première équation se change en une intégrale 
de la seconde et inversement; d'une intégrale complète de Tune 
d'elles on déduira une intégrale complète de l'autre. Tel est le sens 
qu'il faut attacher ù la transformation qui a été employée à plusieurs 
reprises (§§ 63, 90). 

Les camcténsi'iques se correspondent dans les deux équations; 
soient, en effet, ^P^, ..., ^f„_i les 2?i — 1 intégrales distinctes, autres 
que F, de l'équation linéaire 

[F,*]=0; 

les caractéristiques de l'équation (13) sont représentées par les 
équations 

F = 0, ^, = C„ ..., ^j„.i==C,„_,; 

après la transformation, ces équations deviennent 

Fj =r: 0, ^J = Cj, ..., <E>i„_i = G2„_i, 

et comme on avait [F, ^^^p = 0, on aura aussi [F^, ^i]z'x'p' = 0, de 
sorte que ces nouvelles relations donnent les caractéristiques de 
l'équation (14). 

Les éqyations diff*érentielles des caractéristiques étant 

dF^ôF dF'^dF ÔF ' V^/'—i. -,•••,«;, 

d]^, dx,-^^'dz ^/^"^•••'*'^^'" 

on on conclut que, si on fait une transformation de contact qui 
change F en F^, le système précédent se change en un nouveau 
système de même forme 

dl,~()F\ ,dF,'~dF\ , dF, , ^î,/^~i,^;...,n;, 

dpi dji'^^''dz' dp'J'' ^ '" "^ dj?/"" 

où F (c, Xi, p^) est remplacé par Fj (c', xl, pi). 

D'une manière générale, toute transformation de contact change 
un système en involution de m équations en un système en involution 
de 77i équations; toute intégrale du premier système se change en 
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une inlégrale du nouveau système et les multiplicités caraclérisUques 
se correspondent encore dans les deux systèmes. 

Pour donner une application de cette propriété générale, considéi 
ïes équations aux dérivées partielles du premier ordre à trois variât 
dont les caractéristiques sont des lignes asymptotiques (§ 77). S 
applique à ces équations la transformation de M. Lie (§ 104), on 
conduit à des équations du premier ordre dont les caractéristic 
sont des lignes de courbure. On trouve ainsi doux calégories d'éc 
lions jouissant de cette propriété : les unes admettent une inlég 
complète composée de Sphères; l'intégrale générale étant une ei 
loppe de sphères, il est clair que les caractéristiques sont des ligne: 
courbure. Les autres équations s'obtiennent en écrivant qu'il ex 
une relation entre les quatre paramètres d'une des sphères osci 
trices en chaque point d'une surface intégrale ('). 

110. Transformations en x,p. — Parmi les transformai! 

de contact, il y a lieu de considérer plus particulièrement celles 
les fonctions X;, P^ ne contiennent pas la variable :; on les appi 
pour abréger, transformfitions en x,p. On obtient des trans 
mations de cette espèce en partant d'un système quelconque 
relations entre z, a:,, ..., x„ Z, X,, ..., X,, où les variables Z et ; 
figurent que dans la combinaison Z — As, A étant une const; 
arbitraire. Soient, en effet, 

Z-A:-.{.,(.r.,...,x„X., ...,X„) = 0, ^,=0, .... «,= 
un système de relations de cette forme, ^,. ne contenant que 
variables X;, Xj. Les équations qu'il faudra joindre à celles-là [ 
déterminer la transformation et qu'on tirera de l'identité 

= )., [dZ — Adz — di,] + )., dt;., + ... + If, I 

donnent d'abord X, rr; 1, A = p et il reste l'identité 

— V^* '^^1 ■•" ^"^P' '^^- — — ^'^i '*' \ '^'î'i + •■■ +■ '^i''^' 

|l| Qosnd on écrit un^rcl&tioti entre les quatre psrimbtres d'une des sphtrcsosoulnl 
on cstcondnlt ù une équation du socopd ordre. Uais rclte 6qiiatlaii du second ordre t 
unc'solullon singulière du promior ordre, dont les inlégrales donnont b riïritïblc sol 
du problfemo. Voir Dtrboux, Soltlitiu 'ininlitrtt, p. VS.) 
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qui conduit à des relations ne contenant plus que les variables X/, Pi,, 
^i9 Piy \f •••» V On trouvera donc pour X^, ..., X„, P^, ..., P„, 
Z — A:: (les fonctions de ne*., pi, seulement et la transformation ainsi 
obtenue sera bien une transformation en ce, p. 

On obtient ainsi toutes les transformations de cette espèce. Suppo- 
sons, en effet, que dans Tidentité (6) les fonctions X,-, P^ne contiennent 
pas 7; les formules (7), (8) et (0) deviennent 

de la relation générale [P„ XJ = p on conclut que p ne dépend pas 
de z et, par conséquent, Z sera de ht forme 

li = f C 4- 11 V^iî •••» ^n» Pi» •••! Pn)» 

Remplaçons Z par cette valeur dans les équations (8)' et (9)'; il vient 

"T ^ ^-" ?» 1*^15 •••> ^«> Pi' •••' i^»»/? 

' T~~ * Vi- V^l> •••? '^rt> Piî •••) P«/î 

ce qui ne peut avoir lieu que si on a y^ = 0, rp- =: 0. La fonction p 

se réduit donc à une constante A, différente de zéro, et Z est de la 

forme 

Z = Ac H- 11 \X^^ .«., a?^, 2}^, ..., jp„). 

Si on élimine p,, ...>Pn entre les équations qui donnent Xj, ..., X„, Z, 
il est clair que Z et c ne figureront dans les relations obtenues que 
dans la combinaison Z — kz. En rapprochant tous ces résultats du 
théorème général démontré au § 105, on peut donc énoncer la propo- 
sition suivante : * 

SI on a une identité de la forme * 

d'L — Pj dXj — ... — P,, dX„ =: p {dz >- p^ dx^ — ... — Pn^^n)y 
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OÙ p n'est pas nul et oit }cs fonctions X.., Pj iie l'enfeitnent j 
variable z, p se réduit à une constaiilc A e( Z est de la formi 

Z = Ar + n(:/-p ...,.'r„, p„...,j)„); 

de plus, les 2n foncliùna X„ P,. sont ind<'pmdantes et on 
relations 

(Xi, X,) — 0, (X,., p,) — 0, . (P,., X,.) = A, (P;, P,.) = 
[A; + n, X;] = 0, [A; + U, P.] = — AP,. 

On peut toujours, sans restreindre la généralité, supposer A 
car cela revient à remplacer Z par AZ et X, par AXj. Si on ren 
en outre Z par ; — {a■^, ..., x^, p,, ...,p.,), on parvient à l'é 
suivant : 

Étant données 2)i + 1 fonctions Q, X^, P^. des 2rt var 
indépendantes x^, P(, dont les différentielles totales vé-ifii 
relation 

(15) dû 4- P, dX. + ... + P,. dX„ = p, d.r, + ... + p„ d 

les 2îi fonctions X,-, P^ sont indépendantes et on a les relatio 

M r.^ ( (^^' ^'■) = ^' (X" P') = 0, (P,, P..) = 0, {P„ X,: 
^ ' ( [z-Q, X,] = 0, [z- Q, P,.] =. - P;. 

111. Inversement, supposons que l'on connaisse n fon 
distinctes X,, ..., X, des variables Xf, p^, telles que tout) 
parenthèses {X;, .X,.) soient nulles. Les équations linéaires 

(17) [X„1'] = 0, ..., [X„, cl.] = 

forment un système complet de n équations distinctes dont on ci 
déjà n intégrales X,, ..., X,; ce système admettra donc une 
intégrale qui contiendra nécessairement :, Si on prend un no 
système de variables indépendantes 

oùy, = X„ ..., y. = X„ y,+i, ..., î/h. étant des fonctions de; 
choisies arltilrairement, mais de façon à former avec X,, ..., 
système de 2» fondions distinctes, le système complet précédi 
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change en un nouveau système complet où les coefficients seront encore 
indépendants de z. Ces nouvelles équations devant admettre comme 

intégrales 2/1, 1/»^ ..., y» ne contiendront pas de termes en j— ? •••> 
-; — • On pourra les résoudre par rapport à ■- > •••> -- — ; autre- 

ment on en tirerait — =;: et le système (17) n'admettrait pas 

o z 

d'intégrale contenant r, ce qui est impossible. Les équations (17) 
seront donc remplacées par des équations de la forme 



âyn+i ^ àz ây^n àz 

où les coefficients X ne contiennent pas c. Pour qu'un tel système 
soit jacobien, il faudra que Ton ait 

dXi à Xi 



et, en posant (p = c — Û, on aura û par une quadrature. On peut 
donc obtenir par une quadrature une fonction û des variables a?,., pj, 
vérifiant les n équations [z — û, XJ = 0. Une fois û déterminé, les 
relations (8)' et (9)' détermineront, et d'une seule façon, les valeurs 
de Pj, ..,, P„. Le raisonnement est le même que celui qui a été fait 
plus haut (§ 10&). On conclut de là la proposition suivante : 

Étant données n fonctions distinctes Xj, ..., X^ des 2n variables 
^iy Pkt satisfaisant aux relations (X^-, X^.) = 0, on peut toujours 
trouver des fonctions û, P^, ..., P„ des mêmes variables domxant 
lieu à Videntité (15). 

La fonction û s'obtient par une quadrature et on a ensuite 
Pj, ..., P„ en résolvant un stjstème d'équations du premier degré, 

112. On peut faire encore une autre hypothèse. Supposons que 
Ton ait 2?i fonctions X^, ..., X„, P^, ..., P„ des 2n variables a?.., p^ 
satisfaisant aux relations 

(X„X,) = 0, (P„P,) = 0, (X.,P,) = 0, (P., X,) = l, 

(t, fe = 1, 2, ..., n)u 
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Je dis d'nbord que ces 2n fondions sont distinctes. En effet, s'i 
existait une i-elalion telle que 

*{X„ ..., X„P„..., P,)-0, 
on en déduirait 



et la fonction <& se réduirait à une constante, D'après ce qui précède 
on pourra donc trouver des fonctions V, H,, ..., 11, donnant lieu 
l'identité 

dV-h ^^dX, + ... + U,dX, = p,dx,+ ... -^p^dx.; 

la différence Pj — 11^ sera, par conséquent, une intégrale commun 

des 71 équations linéaires 

{X„/) = 0, ..., (X„/-) = 0, 
dont on connaît n intégrales distinctes X„ ..., X„. On aura donc 

Pt^Hi + W\.(X„..., X„), 
et les relations (P,-, P/) =: donnent ensuite 

"if ^ — 
Il suit de là qne l'expression 

^ P,dS,—'^i{,d\i 

est une différentiel te e\acte dW = 2 \\'^ dX(, et on a l'identité 

On peut donc énoncer le lliéorèinc suivant : 

Étant données 2» fonctions X;, Pj, des 2» vandUcs indéiier 
dantes X;, p^ satinfaiaant aïK: relations 

(18) {X,-,X,). = 0, (X„P,) = 0, (P(, P,) = 0, {P„X;):=1, 
(i, fc = l, 2, ...,ji). 



'2^i Li:roXH ijL-it lks ÉyuATioxri aux di^:iiiv£i;s l'ARïiKLtF::^. 

CCS 2»i fonctions sont indépendantes et il existe une fonction Q 

donnant lieu, avee les précédentes, à l'identité (15) 

rfû + P, dX, H- ... -HP„rfX^ = )), d.T, + ... + p,dx,. 

Remarquons que la fonction Q est déterminée, à une constante 
additîve pr^, quand on connaît les Tonctions X,., P^.. On peut donc . 
l'^ardor une transformntion en .r, p comme entièrement déflnio 
quand on connaît les 2ti fonctions Xj, P^ satisfaisant au.x condi- 
tions (18). 

1 13. Les transformations en x, p Jouent le môme nile par rapiiorl 
aux équations aux dérivées partielles où z n'entre pas, que les 
transformations de contact générales par rapport aux équations 
quelconques. Ainsi, étant données deux fonctions quelconques F, 4» 
des variables Wj, p,, désignons par F', •!>' ce que deviennent ces 
fonctions après une transformation en x, p, 

X'i =:= X;, p't = Pi., 

les fonctions X,-, P^. satisfaisant aux relations (18); on aura idonti- 
■ que mont 

(F',*').,^,. = (F, *)^p. 

Toute équation du premier ordre, où ; n'entio pas, se change en une 
équation de même forme et les équations diiférentielles des caracté- 
ristiques donnent, après la transformation, les équations différentielles 
des caractéristiques de la nouvelle équation 

Ceci s'applique en particulier aux sjslemes canoniques. Étant 
donné le système d'équations différentielles 

("). f? = g- t=-^- ('.'-.^.••■...) 

imaginons que l'on prenne un nouveau système de 2n variables 

:r; = X^, pi = P,, 
les fonctions X,, P;^^ satisfaisant aux relations (18), et soit H' ce que 
devient la fonction H par cette substitution. Le système (19) est alors 
remplacé par un système de môme forme 



_ dH' dp', _ dH' 
~ ôpl dt dxl 



(j,t = 1,2, ...,»). 



tlMléJAI^ 



pr 



= 



les fonctions X; sont donc tles foncti 
P; des fonctions lioniogénes de degré 
du § HO peut alors s'énoncer ainsi : 
Si 2h fonctions X^, P^ des 2?i vari 
(20) P, dX, + ... + P. dX.= 
ces 2n fonctions sont indépendantt 
de degré et P; une fonction homoi 
et on a 

(2-1) {X;, X,) ^ 0, (X;, P,)^0, 
(i,fc = -I,2: 
L'identité (20) peut eiicoi-e s'écrii-e 
HZ — P, dX, — ... — P, rfX„ = 
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en posant Z = r. Le théorème précédent se déduit alors du théorèma 
général du § 105 en supposant que dans Tidentité précédente X; et P^; 
ne contiennent pas z. La transformation de contact 

• •c' = z, x; = x,, pi = p, 

> 

change une fonction homogène de degré g des variahles pi en une 
fonction homogène de degré q des variables p,. Nous rappellerons, 
pour abréger, transformation homogène. 

Réciproquement, étant données n fonctions distinctes X,, ..., X„ 
des variables. Xi, Pf,, homogènes et de degré par rapport aux pi 
et satisfaisant aux relations (X„ X^.) = 0, on peut toujours trouver, 
et d'une seule manière, n fonctions Pj, ..., P^ des mêmes variables, 
telles que Von ait Videntité 

Pj dXj -H ... -h P„ dX„ =i?i dx^ -H ... •+- Pn, dx^. 

_ • 

On aura, en effet, pour déterminer Pp ..., P,„ les 2n équations 
A, = P, ^ + ... + P. ^ _ jj, = 0, 

dont les premiers, membres vérifient l€as n relations linéaires 

2 (*• S - =• t) =2 ". 0^.. ^•> -2 ^. g = ». 

(Ji = 1, 2, ..., n). 

Les fonctions Xj, ..., X„ étant distinctes, on pourra toujours résoudre n 
de ces équations par rapport à Pj, ..., P„ et les valeurs ainsi obtenues 
satisfont aux n dernières. (Voir § 108.) 

Étant données 2?i fonctions X,., P;^ des variables Xi^p,. satisfaisant 
aux relations 

(X,, X,) = 0, (X,, P,) =. 0, (P„ P,) = 0, (P,, X,) z= 1, 

(i, jfe = l,2, .*., n), 

Xi t/^ani une fonction homogène de degré et Vj. une fonction 
homogène de degré 1 des vanables p^y on a identiquement 

Pj dXj 4- ... -H P„ d\^ ^^Pi dx^ -h ... H- j)^ dutî,,» 



L 
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On démontrera d'aLord, comme au g 113, que les fonctions Xj, P, 
sont distincte)!. Par suite, on pourra trouver n fonctions II,, ..., Il, 
honiogèHes et de degré 1 par rapport aux p-, donnant lieu à l'identitt 

La différence Pi — n^ sera une intégrale du système complet 

(x„/-) = o, ..., (x.,r) = o, 

et comme cette intégrale est homogène et de degré i, elle ser; 
forcément nulle, puisqu'elle ne peut être une fonction de X„ ..., X, 

115, De toute transformation homogène à 2n + 2 variables (x„ p,.) 
on peut déduire une transformation de contact générale & 2n + i 
variables z, Xi, P(.. Supposons, en effet, qu'on ait une identité de 11 
l'orme 

(22) Q, à\\ + ... + Q„+, dY„+, := î, <!</. + ... + 5„i, d>j„^, 
poeons 

I Y._n=Z, Y, =X. V. = X„, 

l^ïi",'^''" ■■■' ^577;=''-' 5;::;:=^' 

Z, Xj, Pj, p seront des fonctions des seules variables ;, a:;, p^ et li 
relation (22) devient 

(24) dZ — PjdX, — ... — P„rfX„ = p(d:— )»,rfa-,— ... — p„J^-„) 

On aura donc bien une transformation de contact à 2n + 1 variable^ 
'j ■'^ii Pk- Inversement, de l'identité (2i) on peut remonter à l'iden 
tité (22) par la transformation (23). Donc, de la transformation di 
contact générale à 2)i + 1 variables (:, a';, jj,,) on déduit la traasfor 
mation homogène générale à 2» + 2 variables. 
Posous encoi'e 

^ *' é-AoqtàiJ, àu.àqj 



(23) 
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F et <I> étant deux fonctions quelconques de 2/p ••., Vu+ij ^i, •••5 (Zu+i» 
Si F et <^ sont des fonctions homogènes de dej^ré des qi et si on pose 

î/«+i "^^ *) Vi ^^^ ^ij •••) 2/h --- «^/o 

■ -il- - _ « -îti. - _ » 



F et <I> deviennent dos fonctions de z, x,, 2^1. et on vérifie immédia- 
te uient que l'on a 

(F, *)„ = - -L [F, *1.,,. 

7 «4-1 

Pour que les 2n -H 1 fonctions Q^ ..., Q^+i, Y,, ..., Y^+i des 
variables ^„ qi. vérifient l'identité (22), il faut et il suffit, on vient de 
le voir, que Ton ait les relations 

c^^i ^ dqn+i Oq^ ^g«+i 

(Y,, Y,),, = 0, (Y,, Q,),p = 0, (Q,, Q,),„ = 0, (Q,, Y,),, = 1, 

(i, h z=z 1, 2, ..., n + 1). 

Si on effectue la transformation (23), l'identité (22) donne l'identité 
(24), Z, Xp ..., X„, Pp ..., P„, p désignant des fonctions des 
2?i + i variables r, x,-, j\.. Les relations (Y.-, Y;^.)^^, = fournissent 

les nouvelles relations 

• 

[Z, XJ = 0, [X„ X,] = ; 

Voyons ce que deviennent les autres. La relation (Q^ + i, Y^+i),,^ ^^ 1, 
par exemple, peut s'écrire 






ou 

1 OZ 1 



-,. + p,[p./^j = i- 



On déduira de même des autres relations qui ont lieu entre les Q., Y^ 
les équations nouvelles . 

[?,^'-] + p^'=o> [?,P,] + ?^=0, [P,,X.]=?, [P»X,]=0, 

f p,., Z] = p p,, [P,, P,l = 0, (i, A: = 1, 2, ... , «). 
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D'où on conclut le tliûoi'tme suivant qui complôle lu |pro|j 
du §105: 

Pour que 2)1 + 2 fonctions Z, X„ ..., X„, Pj, ..., P„, 
2u + 1 variables z, x^, ,.., x^, j),, ..., p„ véi-ifient idenliqi 
la relation 

dZ — V, d\~ ... — P,dX= p (dz —il, lU-^ ~ ... —p 

il faut et il suffit que l'on ait 

[P,., P,] ^ 0, [Pi, X,] = 0, [X„ X,] = 0, [P„ XJ -^ 

np,xj+p^^o,.tp,P,]-Hp^=o, \„2\^,2- 

[ (i, ft = l,2,...,n). 

On reconnaît d'ailleurs aisément, en appliquant la formule g 
de Mayer 

[[»..], ..] + [[-.■.«■].«] + a»,.]..] 

dit' , du , T dv ^ , 

(Jue les équations de la dernière ligne sont des conséqucn 
premières. 

116. Applications de la théorie précédente. — Âpr< 
étuiie sommaire des propriétés fondamentales des transforma 
contact, nous allons appliqueriez résultats obtenus h la théi 
«juations aux dérivées partielles du premier orJie. 

La méthode d'intégration de Jacobi se déduit imniédiatomei 
ijui prèccde, débamssée de toutes ses restrictions. S'il a'i 
effol, d'intégrer l'équation du premier ordre 

(25) Z = a., 

et si on a obtenu n fonctions X„ ... , X„ l'armant avec Z un i 

de » + 1 fonctions distinctes satisfaisant au.ï relations 

[Z, XJ -^ 0, IX,, XJ :^ 0, (i, h --^1,2, ..., h), 
on a vu qu'on pouvait trouver ii fondions P,, ..,, P„ donnai 
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ridentité 

dZ — Pj dXj — ... — P„cîX^ = p {dz — i^jdxj — .«. — p^ dx^\ 

p n'étant pas nul. Les n -f- 1 équations 

(26) Z = a^, X^zzitti, ..., X,, = a;», 

oii ap ..., a„ sont des constantes arbitraires, entraînent donc la 
relation 

(27) dz — p^ dx^ — ... — p,^ dx^ = 

et, par conséquent, fournissent une intégrale complète de l'équa- 
tion (25). On peut d'ailleurs obtenir avec la même facilité l'intégrale 
générale. En effet, le système des équations (25) et (27) peut être 
remplacé par le système des deux équations 

Z = ao, 

(28) P, dX, 4- ... + P, dX, = 0, 

dont on obtient la solution générale par la méthode qui a déjà servi 
bien des fois. On satisfait à la relation (28) de plusieurs manières : 

1® En posant X, = a^ ..., X„ = a^, ce qui donne une intégrale 
complète. 

2° En établissant entre X^, ..., X,„ h relations distinctes 

(29) tj;,=:0, ..., ^, = 0, 
et en écrivant que l'on a identiquement 

Pj dXj + ... + P„ dX« =7.4 dt^i 4- ... 4- Xa d^i^M 
c'est-à-dire 

(30) P, = >^. ^ + ... + X, ^*' (t = i, 2, ..., n). 

L'élimination de Xj, ..., X„ entre les n -h h -h i équations (25), (29) 
et (30) conduit à n + 1 relations entre r, x^, Pf,; c'est Yintégrale 
générale. 
3^ On satisfait encore à l'équation (28) en prenant 

(31) P, = 0, ..., P,=:0. 
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L'intégrale définie par les équations (25) et (31) est une intégr 
singulière. En elïet, pour tous hti éléiiieuts de cette întégrulc, 
doit avoir identiquement 





dZ := p (dr — p^ dx^ — ... — p, dx^, 


c'est-à-dire 






ë-. S— <-^. 


et, par suite, 






(JZ ■ dZ âl „ 
àpr àx, dz ' 



ce i|ui est bien la définition des intégrales singulières (§ 14). 11 
clair d'ailleurs que cette solution singulière n'existera qu'autant i 
les équations qui la définissent ne deviennent pas incompatibles. 

117. Ce procédé s'étend de luî-niôme aux systèmes en iiivolulî 
Car les équations 

Z=;a., X, = a,, .... X„,_i ^^ a,,,-!, dz — 7 lhdx: = 

sont équivalentes aux équations 

l~a^, X, 3za„ ..., X^_, =«,„_,, 
P, dX„ 4- ... + P, dX. = 0, 

et on peut traiter comme tout à l'heure cette dernière relation. Si 
prend 

X„, ^ a„„ ,.., X„ ^ n,,, 

<*«> ■*■) t*u étant des constantes arbitraires, on a une intégi 
complète. Si on prend 



l'intégrale ainsi obtenue satisfait à la définition des intégrales sin 
lières (§ 97). On a, en eflet, pour tous les éléments de cette intégr; 
l'identité 

dï~P^d\^--...~i\_^d\„.^ = }{dz-p,d.^^ — ...^\\d:. 



EÇOSS SUR LES EQUATIONS I 



C DÉRIVÉES PARTIELLES. 



<)X, 



-^-fP„ (i=i.%. 



( Op,' 



".s- 
-.g- 



... — !•„-. 



rfX; 



syslùino de 2)i équations linéaires à m — 1 indûteriniiiôcS 
P„ _ i. Puur que ce système soit compatible, il faut donc que 
Jéterniinants d'ordre m contenus dans le tableau recUingulairc 



dl 



âZ 



Lils pour lous les éléments de l'intégrale considéiiie. 

Û'unc manière générale, la connai^^sance d'une transformalion 



= Z, 



:X;, 



= Pt 



de l'yrmer une ii|finité de systèmes en invalulion dont on 
ire inimédiAlcmcnt une întéfjralc complète. Kn effet, nous 
uc les équations 

, ...,"■ sont des constantes arbifraires, ont pour conséquence 

d: — p, dx, — ,,. — p„ dx„ =0 
iuile, re|ii'('sentenl loiijoitrs une muUiplicilé M„. Pjr consé- 
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quent, les équations précédentes fournissent une intégrale com; 
du système 

.!.,(Z,X„..,X.1 = 0, ..., 4.(Z,X„...,X.) = 0, 
pourvu que l'on ait 

-l-, K, «i, ■■■■- «u) = 0, ■■■, ^i{«». a,, — . «,) = 0, 
ce (jui laisse bien subsister n — h + i constantes arbitraires. 

Des remarques de cette nature avaient di^jà été faites par Eut 
Lagran^ au sujet de certaines classes d'équations difTérentii 
analogues à l'équation de Clairault, que l'on peut intégrer pai 
difTérentiations. Ces équations sont précisément celles que 
obtient en partant d'une transformation de contact connue dai 
plan. Bornons-nous, pour fixer les idées, au cas de trois variabli 
soient Z, X, Y trois fonctions distinctes de z, x, y donnant li 
l'identité 

dZ~PdX~Qdy — ^(d-.—î}dx-~q thj); 
soit, d'autre part, 

(:î2) U=/'{X,Y, Z) — 

une équation du premier ordre. Intégrer cette équation, cela ro^ 
à exprimer x, y, z, p, q en fonction de deux varialiles indépenda 
de telle façon que l'on ait la relation (32) et la relation 

(33) dz — pdx — qdy = 0. 

De l'équation (32) on tire 

+ ? y/ (''* ~ P dx ~ q dy) — 0, 
et 1« système (32) et (33) peut être remplacé par le suivant : 
( m) V=f{X,\,Z) = 0, 
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On satisfait à ces équations da plusieurs manières : 

1« En posant X = a, Y = b, /" (X, Y, Z) = 0; c'est rinlégrale 
complète; 

2** En établissant entre X et Y une relation de forme arbitraire 

ç (X, Y) = b 

qni, jointe à l'équation (34), donne 

avec la relation IJ =-. 0, on a l'infr'jrrale }»énérnle; 
3" En prenant 

Si ces trois équations sont compatibles, elles déterminent l'intégrale 
singulière. 

L'équation (32) s'intègre donc par des difîérentiations et des 
éliminations. Mais on ne doit point considérer les équations de cette 
forme comme formant une classe particulière. Au contraire, il résulte 
de ce qui précède qu'étant donnée une équation quelconque du 
premier ordre Z = 0, on peut toujours trouver deux autres fonctions 
X et Y déterminant avec celle-ci une transformation de contact. Toute 
la difficulté du problème consiste précisément à trouver ces deux 
fonctions X et Y, tandis que, si l'équation est de la forme (32), la 
question est immédiatement résolue. 

Quelques explications géométriques font bien comprendre la nature 
de ce procédé d'intégration. Imaginons que les fonctions X, Y, Z 
soient déduites d'une seule relation 

(35) ^ {X, y, z, X, Y, Z) = 0, 

à laquelle il faudra joindre (§ 103) les équations 

^ ^ âx âz oy az 

Considérons pour un moment X, Y, Z comme des paramètres, rr, y, z 
comme des coordonnées courantes. On a ainsi une surface 2 dépendant 



I 



k^. 
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de trois paramètres dont on peut disposer de façon qu'elle ait avec 
une surface donnée S en un point donné (ce, t/, s, j9, q) un contact 
du premier ordre. Les valeurs des paAmètres X, Y, Z seront précisé- 
ment déterminées par les équations (35) et (36). Toute équation aux 
dérivées partielles du premier ordre telle que 

(32) r(X,Y,Z) = 

exprime donc la propriété suivante des surfaces intégrales : si Ton 
considère une de ces sur£ices S et la surface 2 tangente à S en un de 
ses points^ les trois paramètres dont dépend cette surface 2 satisfont 
à la relation (32). Or, il est clair que Ton a des surfaces satisfaisant 
à cette condition : 1® en prenant les surfaces S elles-mêmes pour 
lesquelles les trois paramètres vérifient l'équation (32); 2** enjoignant 
à Téquation (32) une autre relation arbitraire ç (X, Y, Z) = et en 
prenant l'enveloppe de la suite simplement infinie de surfaces 2 dont 
les paramètres satisfont à ces deux relations ; 3° en prenant l'enve- 
loppe de toutes les surfaces S dont les paramètres vérifient uniquement 
la relation (32). On retrouve ainsi les trois catégories d'intégrales, 
l'intégrale complète, l'intégrale générale et l'intégrale singulière. 

On aurait une interprétation analogue si la transformation de 
contact était déduite de deux relations entre x, y, z, X, Y, Z. 

Prenons, par exemple, 

^ = (X -- x)« + (Y - yy + (Z - zy -. R% 

on aura 

Rp " , Rg ^ R 



|/l-j-^«4-q« Kl H- p* -H g' k^l-hp^ + g' 

La surface 2 est une sphère de rayon R ayant pour centre le point de 
coordonnées X, Y, Z. Toute équation de la forme 

\ |/1 -I- î^* + (/' Kl+p«-hg' Kl-4-p«-hgV 

exprime donc que la sphère de rayon R tangente en un point quel- 
conque à la surface intégrale S a son centre sur une surface donnée S' . 
L'intégrale complète se composera d'une sphère de rayon R ayant 
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pour centre un point quelconque de S' ; Tintégrale générale s'obtiendra 
en prenant l'enveloppe de la sphère de rayon R dont le centre décrit 
une courbe quelconque de la surface S' . Enfin, on aura pour intégrale 
singulière la surface parallèle à S' obtenue en portant sur les 
normales à S' une longueur égale à R. 

Remarque. — La méthode d'intégration précédente de l'équation 
Z = revient au fond à déterminer une transformation de contact 

j:'=Z, x'i z=zXiy _piz=Pjt, (i, fc = 1, 2, ..., n), 

qui ramène celte équation à la forme z' = 0. Si on a deux équations 
F = 0, F^ = 0, à un môme nombre de variables, puisqu'pn peut les 
ramener toutes les deux à la forme c' == 0, il suit de là qu'on peut 
toujours passer de l'une à l'autre par une traiisformation de contact. 
Donc, U7ie équation aux dérivées partielles du 'premier ordre n^a 
pas d'vivariant, relativement au groupe des transformations de 
contact. 

De même, étant donnés deux systèmes en involution de m équations 
à un même nombre de variables, on peut toujours passer de l'un à 
l'autre par une transformation de contact. 

1 19. Il nous reste à montrer la liaison intime qui existe entre la 
méthode de la variation des constantes et la théorie des transformations 
de contact. Considérons un système de (m + 1) équations distinctes 
du premier ordre 

(37) F (-, x,, Pj) = 0, F, (zy Xi, p,) = 0, ..., F,„ (c, a?.., p^) = 0, 

admettant une intégrale complète représentée par h relations entre 
r, a?i, ..., x^, dépendant de n — m constantes arbitraires, 

I/l \^? ^1? ••*9 *^n> ^m-hly •••) ^n) — • ^? 
/A V*) *^i) •••) «^n) ^m + lj •••? ^») — - ^» 

On a déjà remarqué (§67) qu'on pouvait introduire dans le système (37) 
9>i 4- 1 constantes arbitraires nouvelles. Supposons, pour fixer les 
idées, que les équations (37) contiennent z, ce qui ne restreint 
évidemment pas la généralité; nous pouvons même supposer (§ 93) 
que C9S équations puissent être résolues par rapport à r, Pj, ..., p^. 



k. 
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Xn.1, ..., 3'„. Si on change alors r en : + n -t- a, a:, M- ... + 
3!,+] en x,+t + «« + 1) ■-■) ^»< fin ^«, + «ïmi on inti-oduit da 
système (37) ainsi que dans l'intégrale complète (38) m + 1 cons 
arbitraires a, a,, ■■m'^i.- Nous pouvons donc remplacer le systèm 
par un nouveau système contenant Jii + 1 constantes 

(39) F{z,x„p,,a,a^,...,a„)=:0, V^=0, ..., F„ 

et admettant une intégrale complète définie par h relalions 

(iO) f^(},x„...,œ^,n,a„ ...,a,) = 0, 'l.., f,, = 0; 

le système (39) n'ëtant pas au fond plus général que le système 
c'est sur ce dernier système que nous raisonnerons. D'api 
manière même dont nous avons obtenu les équations (39), on 
résoudre ces équations par rapport à a, a„ ..., a^; soient 

(4-1) a^t;{7,Xi,Pi)y a,~Oi{z,x„pi), ..., a„z=ç„(;,; 

les Valeurs ainsi obtenues. Le système (39) peut encore s'écrire 

(39)' ç- =:: Const., ç, = Coiist.> ..., ç„ = Const. 

Soit P la multiplicité ponctuelle représentée par les équations 
La multiplicité M, correspondante s'obtiendra comme il suit : ( 
on se déplace sur P, les coordonnées r, x^, ..., x^ sont liées p 
seules relations (40); par conséquent, la relation 

(42) dz — Pi dxi — ... — p„ dx^ ;^0 

devra être une conséquence des relations df,^0, .... d/'j — 
faudra donc que l'on ait 

dz — p,dx, — ... —p^dx„ = l,df^ + ... H- l^df,„ 

c'est-â-dire 



-pi=\ 



X^+ ... + X;, T^» 

axi âx: 



Les (n + 1 4- h) équations (40).et (43) permettent d'expnmer 
pi-, ).,, ..., >.,. en fonctions de n variables indépendantes; elles : 
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sentent donc la multiplicité M„ correspondante à P. Par hypothèse, 
Télimination de a^+t, ..., a^, Xj, ..., X^ entre les équations (40) 
et (43) conduit aux relations (39) seulement. Cela revient à dire que 
ces équations (40) et (43) peuvent être résolues par rapport à a, a^y 
..., a„, Xp ..., Xa, les valeurs de a, «p ..., a„^ étant données précisé- 
ment par les relations (41). Soient 

les valeurs obtenues pour a^+i, ..., a^. Introduisons n fonctions 
nouvelles &p ..., 6„, définies par les équations 

(44) r* ^ ■*■ - ^ ^''à^J ^' + '^^ ^, "^ - ^ '^*5^,--- ^' 

V (i = 4,2, ..., n). 

Des équations (40) et (43) qui définissent les fonctions a,-, on tire, en 
difierentiant et formant l'expression X^ df^ -f- ... + \ dfj,^ 

(\ -11 + ... + X -i? ) {da — h^ da^ — ... — h^ da^) 
\ âa âa/ 



4Kn posant 

(45) p(x.g^'^...4-X.^^).-X, 



^A^.^.^j^^^^O, 



<?c " dz 

on aura 

(46) da — h^ da^ — ... — h^da^^=i^ {dz — p^ dx^ — ... — Pndx,). 

Nous retrouvons donc Téquation fondamentale des transformations 
de contact. Comme p n'est pas nul, on voit d'abord que les fonctions 
a, ttp ..., a„, 6^, ..., 6„ sont indépendantes et, par suite, on pourra 
exprimer z, cc^, pi, en fonction de a, a^, fe^. Nous voyons en outre que 
les équations (39)' forment un système en involution et le calcul 
précédent nous donne d'autres fonctions a^+i, ..., a» formant avec 
celui-là un nouveau système en involution de n + 4 équations. Il 
conduit donc au but que Ton se propose d'obtenir quand on applique 
la méthode de Jacobi et Mayer. 



h. 



CIIAI'. XI. — TIlANSFOnSlATIONS UE IIONTAH'. 2i) 

Poursuivons l'étude de cette méthode. Le système des équations (3t 
et (42) peut âtre remplacé par le système équivalent 

,,_ ( a = Const., a, = Const., ..., a^ ^= Const, 
*■ ^ ( K^i rfa.+i + .-. + K da„=(>. 

On satisfait à la dt-rnièrc équation en prenant 

«M-i-i =: Const., ,.., «„ = Const., 

ce qui donne l'intégrale complète, ou en prenant 



ce qui donne l'intégrale singulière. Pour avoir l'intégrale générait 
élablissons entre a,o + i, ..-, «„, l relations distinctes 

( ».*, = *,(«.•„* ,o.), 

m 

( o.„ = «,(o.^,^, , o.), 

auxquelles il faudra ajouter les relations 



m 

à a, 



K^,pi + ... + K,,p!+h. = 0. 



Les équations (39)', (48), (49) représentent l'intégrale générali 
Elles donnent bien n -h i relations entre z, a:,-, pi, et, comme li 
fonctions a, a^, b,. sont distinctes, ces relations permettront, en généra 
d'exprimer s, x^, p,. en fonction de n + 1 variables indépendante 
si les fonctions i} n'ont pas été prises d'une fafon particulière. 

La théorie générale des multiplicités caractéristiques, que noi 
avons établie directement, se déduit aisément des résultats précédent 
Appelons multiplicité caractéristique la multiplicité à m 4- 1 diraei 
sions définie par les équations 

(50) a. — C»% ,.., «,i=C'% ^' = Ct% ..., -A_=:Ct" 

les équations qui représentent l'intégrale générale ne dépendent qi 
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doa„ ..., a„, r^^i -"ï j— ^ et, par suite, toute întégraie qui coûtient 

un élément contient tous ceux de la multipHcitc caractéri^itique issue 
tie cet (l'iément. Pour déHnir la multiplicité caractéristique en pai'tant 
(les équations (39)' elles-mêmes, il sufiit de remarquer que «,, •.-,'*«, 

7^^' '"' ïT^ ^'*"' '^^ intégrales du système complet (§94) 



Tous les éléments de la solution singulière 
a — C**, a, = C^ ..., a, = C'% b^^, = 0, ..., b, =:= 0, 

annulent tous les déterminants d'ordre m + 1 contenus dans le 

tableau rectangulaire (§H7) , 

a da 



Or, si on désigne par y^, ..., y„+i, wi + 1 quelconques des varia- 
bles 7, Xj, 'p,., on a, d'une manière générale, 



D(F, 



,F„) _ D(F,...,F„) ' D(a, 



..«.). 



par conséquent, tous les déterminants d'ordre m + 1 contenus dans 
le tableau rectangulaire 



(ïj>„ 



seront nuls en même temps que les précédents. Il est donc prouvé, 
d'une manière générale, que les solutions que l'on est conduit à 
appeler ■singulières en généralisant la méthode de la variation des 
constantes satisfont bien aux équations que l'on est conduit, d'un 
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autre cûté, à prendre pour délinition des intégrales singulières en 

généralisant la méthode de Caucby (§ 97). 

120. Les résultats précédents permettent de résoudre une question 
que nous avons laissée de côté, !e passage d'une intégrale complète à 
une autre. Bornons-nous, pour fixer les idées, au cas d'une seule 
ûquation et supposons qîic la constante a ait été introduite en chan- 
geant ; en r + a. La formule (îfi) devient 

da — h^ d«, — ... — h^da^=,dz — p^ dx^ — ... — p, <î«^,; 
pour une autre intégrale complète, on aura de même 

da — 3t rfîti — "• — ^. rfa. = dz — p, dx^ — ... — p^ dx„, 
et, par suite, 

(50) h^ dai + ... + b,da^ — ^^ da, + ... + g, da„, 

î^'ous savons comment on obtient la solution générale de l'équatiou (50). 
Établissons entre a,, ...,«„, aj, ...,a„k — 1 relations distinctes 

; «. = f, (>.,..., «.,«„..-,«.), 

(51) •■ 

En substituant les différenIJelles da,, ..., dxk^i dans l'identité (50), 



(52) 



Les ùt(ilalions (51) et (52) i^jsolues iluniictit des résultais de la lurmc 



!>. 


= 1 




-H .. 


.. + p.- 




-?. 


= 1 


dît 


+ • 


.. + p.- 


' ait 



(53) 
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Il est aisé de déduire de là que les différentes classes d'intégrales, 
obtenues en établissant une oii plusieurs relations entre a^ .4., a„y 
ne sont plus distinctes quand on part de la nouvelle intégrale complète. 
En effet, si on regarde «j, ..., a^ comme les coordonnées d'un point 
dans l'espace à n dimensions, la transformation précédente revient à 
une transformation de contact. Or, si Ton a dans l'espace à n dimen- 
sions une multiplicité M^-i déduite d'une multiplicité ponctuelle 
représentée par r relations entre a,, ..., a^, après la transformation, 
la multiplicité ponctuelle correspondante sera, en général, représentée 
par une seule relation entre a^, ..., a,j, si la transformation n'est pas 
choisie d'une façon particulière. On, voit donc qu'une classification 
des intégrales, basée sur le nombre des relations établies entre a^ 
..., a^j serait illusoire; cette distinction tient au choix de l'intégrale 
complète, mais n'a rien d'essentiel pour l'équation aux dérivées 
partielles elle-même. 

121. On peut rattacher à la théorie des transformations de 
contact une méthode d'intégration des équations simultanées, due à 
Korkine (*), et dont la démonstration directe exige de longs calculs. 
D'une manière générale, soit 

(34) Y,==0, ..., Y„^0 

un système en involution. Supposons qu'on ait obtenu une intégrale 
complète de l'équation 

\\ = a^ ; 

oti pourra alofSj nous venons de le voir (§ H9), déterminer par des 
calculs algébriques d'autres fonctions Z, Xj, ..., X„, P^, ..., P„ telles 
que les formules 

z' — Z, x\ = Xf, p[ = P^., (t, h =5 1, 2, ..., n), 

où Y^ :==. Xp définissent une transformation de contact. Par cette 
transformation, le système (54) se change en un nouveau système en 
involution 

(55) . x; = o, y;^o, ..., y;:^o, 



(i) KorkiTiCi Comptai rcH-htMi t. LXVllI, p. liOO. La première idi^c de cdllo iiV-lhodc parait 
duo h Bour. 
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Yi, ..., Yi, étant des fonctioDs de r', x[, pi. Puisque ce système est 
en involuUon, on a identiquement 

Les fonctions Y,' ne contiennent donc pas p[ et on est ramené à un 

système en involutJonde m — i équations in — 1 variables a:;J,...,j;;^. 

Pour préciser davantag^e, supposons que les équations proposées 

f, = f, = 

ne conlienneul pas z et soit 

s + a = F (,c„ x„ ..., x^; a^, a„ ..., a^ 

une inlégrale complète de l'équation f, ;= o,. Considérons ia transfor- 
mation de contact obtenue en partant de la relation 

E + e' ^ F (x,, se,, ..., X,; x\, x'j, ..,, x'„); 

il faudra joindre à cette relation les suivantes 

•^ ÔXi OJ-; 

et ces équations définiront x[;....,^l„ p[, ..., p,', en fonction dea';, Pi,, 
Pour avoir x[ par exemple, il faudra éliminer x[, ..., x'„ entre les 
n dernières équations; mais cette élimination conduit à la relation 
ccj = fj. La première équation du nouveau système sera donc x[ = 0, 
et les autres équations 

formeront un nouveau système en involution ne renfermant pas /^J. 
Des transformations analogues ont été employées par M. Mayer {') 
pour démontrer la méthode de Lie. 
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CHAPITRE XII 



Théorie des groupes. Méthode générale d'intégration (*). 



122. Avant d*aborder la théorie des groupes, résumons les diffé- 
rentes méthodes d'intégration qui ont été établies. Nous supposerons 
désormais que z ne figure pas dans les équations qu'il s'agit d'intégrer. 
Soit 

W fi = 0, f, = 0, ..., /;„^0, (m^n), 

un système en. involution de m équations distinctes. Pour intégrer 
par la mélhod^de Jafcobi et Mayer, il faudra commencer par déter- 
miner n — m fonctions fm+iy ••.? fn des variables Xi, pi,, formant 
avec les précédentes un système en involuiion de n fonctions distinctes. 
Cela fiiit, si les équations 

peuvent être résolues par rapport àpj, ..., p„, on aura une intégrale 
complète par une quadrature. S'il n'en est pas ainsi, on emploiera la 
méthode suivante qui est, au fond, équivalente à la premièm et qui 
s'applique à tous les cas ; on déterminera, par une quadrature, une 
fonction Q et des fonctions P^, .,., Ph des variables x\, />jt donnant 
lieu à l'identité 

d {z — Q) -^ Pi d/j — ... — J?,^df^z=z dz — p^djc^ — ... — p„ t?cc„, 

et l'intégration sera terminée (§ 111, 117). 



{*) Lie, Bcgrûttduntj eincr Ittvarianten-Theoric fltr lieruhrftug^-Trnnsformationen (Mathenia- 
lische AHHalcn,i,y\\\, p. 21o-303; ibid., t. Xf, p. -iti-i-ooo). — Théorie dcr Trans formations- 
l'tntypc»^ zwcilcr Abschnilt, p. 178-2."iO. 



cuAP. xir. — TiituniE des groiii'Eïî. :. 

Dans \\i méthode de Cauchy généralisée (§ 94), on procède autreme 
On est ramené, en effet, à intégrer le système complet 

(») [/■„*] = tf.,*]=0; 

supposons qu'on ail inléyré le systéiric complet 

(3) C/„*) = 0, ..., (f.,f)=0, 

c'est-à-dire qu'on ait trouvé les 2»i — m intégrales du système 
(jui ne contiennent pas :. Ce système (2) admettra eu outre i 
aulre intégrale qui contiendra nécessairement :, et les considérât! 
employées au § Hl montrent encore que cette dernière intégi 
s'obtiendra par une quadrature. Ainsi, abstraction faite d'une quac 
ture finale, la diflërence des deus méthodes peut être caractéri 
comme il suit. Dans ta méthode de Caticliy, on cherche l'intégi 
générale du système complet (3), tandis que, dans la méthode 
Jacobi, on cherche seulement les n — «i intégrales de ce systt 
qui forment avec /■„ ..., f„ un nouveau système en involution. 

Les deux méthodes peuvent être considérées, on l'a déjà remar 
plusieurs fois (§§ 69, 96), comme des cas particuliers d'une méth 
plus générale. Supposons, en effet, qu'on ait obtenu un système 
involution de m + A équations, renfermant le système (I), 

(i) f, = 0, ..., ^^ = 0, /„^,:=0, ..., U,=t), 

loi qu'on saclie intégrer le système complet 

(5) a,*)=0, .., (/.„,*) = 0; 

OU aura par uno quadrature une intégrale complète des étjuations 

f^ = a„ ..., f^+L = an,+t, 

et, par suite, des équations (1). Le problème do l'intégration i 
donc être posé ainsi : Trouver un systùme en involuHon 
m + k équations dislincles comprenant les équations (1) 

et trouver ensuite l'intégrale {jênérale du système complet 
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Si Aj =0, on a la méthode de Cauchy ; si /c = n — m, on a la méthode 
de Jacobi. 



123. Cela posé, imaginons qu'on ait obtenu plusieurs intégrales 
Op ...j 9a, distinctes de f^, ..., f„^y du système complet (3). D'après le 
théorème de Poisson, toutes les parenthèses (©,-, ç^.) seront des inté- 
grales du même système. Nous pouvons donc toujours supposer que 
les m -h h fonctions fp ..•, /l», 9ij ..., 9/» sont distinctes et que les 
parenthèses (9^, ^i) s'expriment au moyen de ces fonctions elles- 
mêmes; car, s'il n'en était pas ainsi, on ajouterait ces parenthèses aux 
intégrales déjà obtenues et on recommencerait les mêmes opérations. 

Plusieurs cas peuvent se présenter. Si /i= 2n — 2 m, l'intégration 
est terminée immédiatement par la méthode de Cauchy. Supposons 
/i -< 2n — 2 m et admettons de plus, pour fixer les idées, qu'aucune 
des parenthèses (9,-, 9^^.) n'est identiquement nulle. Si h est voisin de 
2n — 2m, il y aura avantage, en général, à terminer l'intégration' 
par la méthode de Cauchy. Pour appliquer celle de Jacobi, il faudra 
adjoindre aux fonctions /"j, ..., /"^ une des intégrales déjà obtenues, 
9j par exemple, et chercher une intégrale du système complet 

En opérant ainsi, il semble que les autres intégrales 93, 9^, ..., 9;^ ne 
servent pi lis à rien. Il est donc naturel de se demander si on ne 
pourrait pas, sans renoncer à la méthode de Jacobi, profiter de ces 
intégrales pour simplifier davantage l'intégration et quel est le 
meilleur moyen pour obtenir ce but. La réponse à cette question 
nous sera fournie par la Théorie des groupes, qui est due encore 
à M. Sophus Lie. 

124. Soient Wp ..., tt^, r fonctions distinctes des 2n variables 
tiîj, ,.., ic„, p^y ..., p^. On dit que ces fonctions forment un groupe 
si toutes les parenthèses (m^, m^,) s'expriment au moyen des fonctions 
i(p ifg, ..., u^ seulement 

(Wi, tO = fih (Wp «25 •••? «r), (h fc = 1, 2, ..., r). 

Le nombre entier r est l'ordre du groupe. Si toutes les fonctions fif, 
sont identiquement nulles, le i^roupe se réduit à un système en 
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involution. L'ordre d'un groupe est au plus égal à 2n, de même que 
Tordre d'un système en involution ne peut dépasser ?i. 

Toute fonction de u^, u„ ..., tt^, telle que F (li,, ..., m^), appartient 
au groupe (ttj, ..., u^). Ëtant données deux fonctions F (u^ ..., u^ 
et ^ (Wp ..., 11^ y appartenant à un même groupe, il en est de même 
de la parenthèse (F, $). On a, en eifet, 

Il suit de là que^ si on considère ^fonctions distinctes quelconques 
Vp ..., Vr appartenant au groupe (ic,, ..., it,,), ces r fonctions forment 
encore un groupe, puisque les parenthèses (v,-, v,) s'expriment au 
moyen de it^, ..., u^ et, par suite, au moyen de Vj, ..., v^. Nous ne 
considérerons pas les groupes (li,, ..., u^ et (Vp ..., iv) comme deux 
groupes distincts, mais comme deux formes d'un môme groupe. Il 
est clair qu'un groupe déterminé est susceptible d'une infinité de 
formes différentes. On remarquera que si un groupe est en involution, 
toutes les formes possibles du groupe seront également en involution. 
Donnons encore quelques définitions. Si les fonctions m^, ..., u^ 
d'un groupe d'ordre p appartiennent à un groupe d'ordre r (tf,, ..., itj, 
tt^-i-i, ..., M^), on dit que le second groupe contient le premier ou que 
le premier est un sous-groupc du second. Une fonction v est dite on 
involution avec un groupe (w^ ..., xi^ si on a (r, u^ = 0, quelle que 
soit la fonction Ui du groupe. Plus généralement, deux groupes 
(Uj, ..., u^) et (Vj, ..., l'p) sont en involution l'un avec l'autre si on a 

* 

(u,., t'^.) = 0, (i == 1, 2, ..., r; k = 1, 2, ..., p); 

deux fonctions quelconques u 'et v, appartenant respectivement à 
chacun des groupes, seront toujours en involution. De ces définitions 
découlent inunétlialemcnt un certain nombre de propriétés dont la 
démonstration n'offre aucune difficullé : 

i'^ Si on a s fonctions «^ t(j, ..., n^ telles que toutes les parenthèses 
(K;, te,,) s'expriment au moyen de ces fonctions elles-mêmes, elles 
appartiennent à un groupe dont l'ordre est au plus égal à s. Ce 
groupe sera d'ordre s si les s fonctions sont distinctes. Pour prendre 
le cas général, supposons qu'il existe q r(?laiions distinctes entre 




I 
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ces S fonctions; alors elles pourront toutes s'exprimer au moyen 
de 8 — q d'entre elles, soit w^, m,, ..., tt^^^, qui seront indépen- 
dantes, et toutes les parenthèses (u.., it^.) se réduiront elles-mêmes à 
des fonctions de u^, ..., if^-ç. Donc ces s — q fonctions déterminent 
un jjroupe d'ordre s — q, 

î2» Étant donnés deux groupes G et G' , les fonctions qui appar- 
tiennent à la fois à ces deux groupes forment un troisième groupe. 
En effet, supposons que les deux groupes aient p fonctions distinctes 
communes w^^ ..., tv^. Toute parenthèse (it\, lu^.), devant appartenir 
à la fois aux deux groupes G et G' , s'exprimera au moyen de w^, ..., iCq. 

3° Toute transformation de ébntact en x^ p change un groupe 
d'ordre r (te^, ..., u^) en un nouveau groupe d'ordre r {u[, ..., ul) et 
chaque parenthèse (u-, Mi)x'j,' s'exprime au moyen de tcj, ..., iC 
comme (w„ %)j;p au moyen de u^, ..., iir» Soient 

x'i = X-, pi z= P^., (i, fe = 1, 2, ..., n), 

les formules de transformation, X-, 1?^, étant des fonctions de a^„ ^ti, 
qui vérifient les relations 

(X„X,,) = 0, (X;,P,) = 0, (X,,P,) = -1, (P„P,) = 0; 

«1, lej, ..., Ur se changeant en u[y Uj, ..., ul, on a vu qu'on avait 

identiquement 

{^h^ %)xj, = (tel, «1)*'^'. 
Les relations 

(te-, %) = /;.i. (tfj, ..., w,) 

deviennent donc 

(«;, ul) = fil, (:u[, ..., ti;.). 

En parliculicr, si Z"-^. = 0, on aura de même (w/, tti) = (§ 117). 

125. La théorie des groupes repose sur le théorème suivant qui 
est fondamental : 

Théorème. — Si r fondions dislinctes ii^^ ..., u,. des 2n variables 
a\, ..., x,„ jj^, ..., j9„ déterminent un groupe d'ordre r, les r équa- 
tions linéaires 

(6) (u^,f) = 0, ..., (w„/)=0 

fonvrnf un s^yMi'me complet. 



k 
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D'abord ces r équations sont distinctes. On s*est appuyé plusieurs 
fois sur cette propriété qui n'est qu'un cas particulier de la proposition 
démontrée aii § 97. D'ailleurs, il est aisé de le vérifier; pour que ces 
r équations ne fussent pas distinctes, il faudrait que tous les déter- 
minants d'ordre r contenus dans le tableau 



^u^ 









soient nuls en même temps, ce qui exigerait qu'il y eût une relation 
au moins entre w^, ..., le^, contrairement à l'hypothèse. Posons 



l'identité 



(u,,f) = A,(/0; 
((«(, «x), f) + (K-, n, M-) + i(f, «i), «i) = 



donne 



A< (A. (f)l - At (A, (f)) = ((«,, M,), f), 
ou, en remplaçant (w,., w^,) par sa valeur f^. (Up ..., u^). 



A, (A, (f)) - A, (A< (f)) = ^f^ A, (f) +.,.+ 
ce qui démontre )a proposition. 



àfn- 



K if h 



Remarque. — La réciproque du théorème est exacte. Si on a r 
fonctions distinctes ç^, ..., ç^ des 2n variables x^, ^^a, P^"^ ^^^ ^^s 
r équations 

forment un système complet, il faut et il suffit que les r fonctions ç>,. 
déterminent un groupe d'ordre r. En effet, d'après l'identité écrite 
plus haut, toute intégrale de ce système doit vérifier l'équation 

si le système est complet, cette équation doit être une conséquence 
des premières, ce qui ne peut avoir lieu que si (ç;, ©/,) est une fonction 

^^ ?1> ?î> •••) ?r- 
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Les équations (6) admettent 2n — r intégrales distinctes Vp Vj, 
..., i^în-r, et toute autre intégrale s'exprime au moyen de celles-là- 
D'après le théorème de Poisson, les expressions {v^^ Vt) seront aussi 
des inléjçrales de (6) et, par suite, s'exprimeront au moyen de t;,, ..., 
V2n~r' Ces 2n — r fonctions déterminent donc un groupe(Vj, ..., t'î„_r) 
d'ordre 2n — r, dont toutes les fonctions sont en involution avec le 
l^roupe primitif. On l'appelle le groupe polaire du premier. Les 
équations 

forment à leur tour un système complet qui admet les r intégrales 
distinctes u^, ..., u^ et dont, par conséquent, toutes les intégrales 
s'expriment au moyen de w^ .-.., u^. Il y a donc réciprocité entre les 
deux groupes (w^ ..., ^r) et (Vj, ..., i^m-,); chacun d'eux est le 
groupe polaire de l'autre. On les appelle pour cette raison groupes 
réciproques. 

Le groupe polaire d'un groupe donné se composant des fonctions 
qui sont en involution avec ce groupe, il est clair que toute transfor- 
mation de contact change deux groupes réciproques en deux groupes 
réciproques. 

126. Une fonction U appartenant à un groupe (w^, ..., Uj) est 
dite une fonction distinguée (ausgezeichnete) de ce groupe, lorsqu'elle 
est en involution avec toutes les fonctions du groupe. Il suit de là 
que les fonctions distinguées d'un groupe sont les fonctions communes 
à ce groupe et à son groupe polaire; deux groupes polaires ont les 
mêmes fonctions distinguées, les fonctions communes à ces deux 
groupes. Soit (v^ v^, ..., Vj„_;.) le groupe polaire du groupe proposé 
et F (a?, p) une fonction distinguée commune à ces deux groupes ; 
F (Xyp) pourra s'exprimer comme fonction des Ui ou comme fonction 
des Vi. seulement. Il en résultera donc une relation de la forme 

F {x, p) = U (r«4, ..., u,) = V (Vp ..., rga-;.). 

S'il existe m fonctions distinguées, on aura ainsi m relations distinctes 
entre les fonctions des deux groupes 

(7) ■ Ui (»p ..., u,) = V; (rj, ..., i'o„_,.), {i = 1, 2, ..., m). 
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Réciproquement, s'il exi^e m relations distinctes et m seulement 
eiitre les fonctions de deux groupes polaires, ces relations ont préci- 
sément la forme (7) et les fonctions distinguées sont au nombre de m. 
En effet, les 2n fonctions Wj, ..., u^^ v^, ..., Vsn-r appartiendront 
alors à un groupe d'ordre 2n — m. Ce groupe d'ordre 2n — m admet 
un groupe polaire d'ordre m, dont toutes les fonctions sont évidem- 
ment distinguées pour le groupe primitif. 

127. Étant donné un groupe d'ordre r, il est important de savoir 
reconnaître combien il renferme de fonctions distinguées. Par défi- 
nition, il existe autant de fonctions distinguées dans le groupe 
(Wj, ..,, xi^) qu'il y a d'intégrales distinctes du système complet 

(8) (u^,/0 = O, ..., (w„/0 = O, 

qui se réduisent à des fonctions de te^, ..., te^ seulement. Posons 

les équations (8) deviennent 

(9): 

'^ ^^ "^ Jw ^^''^ ^*^ "^ ^ ^^' ^^'^ "^ •" "*" JtT ^^'^ '^'^ ^ 

On a ainsi un système de r équations linéaires avec r variables 
indépendantes seulement u^, u^, ..., w^, puisque, par hypothèse, les 
parenthèses (m,-, %) s'expriment au moyen de ti^, te^, ..., te^. Suppo- 
sons que ces r équations se réduisent à r — m équations distinctes, 
par exemple aux r — m premières, 

(10) A,{{]) = 0, ..., A,._„,(U)i=:0; 

les équations (10) forment un système complet. L'identité de Jacobi 
nous donne, en effet, en supposant (w,., %) = f^j. (wj, ..., u^), 

A, (A, (U)) - A, (A, (U)) = ^ A^ (U) + ... + ^* A, (U), 

et, par suite, le premier membre pourra toujours s'exprimer linéai- 
rement au moyen de Aj (U), ..., K^m (U). 



■4 
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On aura donc le nombre des fonctions distinguées en cherchant le 
nombre d'équations linéairement distinctes du système (9) ou, ce qui 
revient au même, l'ordre des premiers mineurs du déterminant 



D 






qui sont différents de zéro. Si ce déterminant est nul, ainsi que tous 
ses mineurs d'ordre 1,2, ..., {m — 1), sans que tous les mineurs 
d'ordre m soient nuls, les équations (9) se réduisent à {r — m) 
équations linéaires distinctes, et le groupe admet m fonctions 
distinguées distinctes. 

Une fois trouvé le nombre m des fonctions distinguées, la détermi- 
nation de ces fonctions elles-mêmes exige l'intégration du système 
complet (10), c'est-à-dire les opérations m, m — 1, ..., 2, 1, si on 
applique la méthode de Mayer. Ces opérations se simplifient si on 
connaît déjà [;. fonctions distinguées. 

Si le déterminant D n'est pas nul, le groupe ne renfermera aucune 
fonction distinguée. Ce cas ne pourra se présenter si r est impair, 
car D est un déterminant gauche d'après les relations (te,-, w,) = 0, 
(m»., %) -*- (w;t) ^^i) = 0- Donc, tout groupe d'ordre impair renferme 
au moins une fonction distinguée. 

Soient U^, U,, ..., U„, les m fonctions distinguées distinctes d'un 
groupe (t*j, ..., w^). Quoique la détermination de ces fonctions exige 
en général des intégrations, on peut toujours former un système 
d'équations linéaires 

(11) Bj(/-) = 0, ..., B„(/) = 0, 
équivalent au système complet 

(12) (i\,/) = 0, ..., (U^/) = 0. 

Soit (l'p ..., r2n-r) le groupe polaire du groupe proposé; les équa- 
tions (12) admettent les intégrales Wj, ..., t*,., x\^ ..., v^n-n q^^i ^^ 
réduisent à 2?i — m fonctions distinctes. Tout système de m équations 
linéaires distinctes admettant les mûmes intégrales sera nécessairement 
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équivalent au système (12). Gela posé, les r équations 

admettent les intégrales v^y ..., Vtn-^n ^^ i' ^^ sera de même de toute 
équation 

(13) X, (Up /)+...+ V (tf,, f) = 0, 

>wp ..., X^ étant des coefficients quelconques. Cette nouvelle équation 
sera vérifiée pour /*= u^, ,,,, f=zUry pourvu que les coefficients Xp 
..., Xr vérifient les r relations 

On a un système de r équations linéaires et homogènes dont le 
déterminant est précisément D. Par hypothèse, ce déterminant est 
nul, ainsi que tous ses mineurs d'ordre m — 1, sans que tous ses 
mineurs d'ordre m soient nuls. On pourra ^onc trouver m équations 
distinctes de la forme (43) admettant les intégrales u^y ..., t/y. Ces 
m équations 

B, (f) = 0, ..., B,„ (f) = 

admettent les intégrales m^, ..., ti^, v^ ..., Vjn-r et, par conséquent, 
forment un système équivalent au système (12). 

128. Parmi les formes en nombre infini d'un même groupe, il 
est naturel de prendre pour foi*me canonique celle pour laquelle les 
parenthèses (t*;, %.) = fij, (w^ ..., te,.) ont les valeurs les plus simples 
possible. Si on considère d'abord un système en involution, toute 
autre forme du même groupe sera également en involution et le 
groupe est réduit de lui-même à la forme canonique. Il suffit donc de 
considérer un groupe différent d'un système en involution. Remar- 
quons d'abord que, si ce groupe est d'ordre r, il renfermera au plus 
r — 2 fonctions distinguées distinctes. En efl^et, s'il en avait r — 1, 
Up ..., Ur_i, on compléterait le groupe en ajoutant à celles-là une 
^mtre fonction V. On aurait alors les relations 

(U.,V)=0, ..., (U,_„V) = 0, (U<,U,) = 0, 

et le groupe se réduirait à un système en involution. 
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Prenons donc un group9(Uj, ..., ii^) non en involution, et soit w^une 
fonction non distinguée du groupe, de telle façon que l'une au moins 
des expressions (w^, u^), ..., (Wj, Uy) soit différente de zéro. On pourra 
trouver une autre fonction du groupe F (u^ ..., w^) satisfaisant à la 
condition (Wj, F) = 1. En effet, cette condition développée s'écrit 

et on a pour déterminer F une équation linéaire dont le premier 
membre n'est pas identiquement nul. Prenons pour u^ une intégrale 
de cette équation, de telle sorte que Ton ait 

(wj, Wj) = 1 ; 

je dis qu'on pourra compléter le groupe avec r — 2 fonctions ifj, ..., 
Wr~3 vérifiant les relations 

(ii„ F) = 0, (w„ F) = 0. 

Si on suppose que F est une simple fonction de w^, ..., t/^, ces 
équations s'écrivent 

dF , ^dF . X ^F A 

elles sont évidemment distinctes et forment un système complet, car 
{^v (^^1. F)) - (it„ (m„ F)) = ((w„ u,), F) = (1, F) = 0. 

Soient uj, ..., m^__2, r — 2 solutions distinctes de ce système formant 
un groupe d'ordre r — 2. Les r fonctions u^^ ttj, wj, ..., w^-a sont 
indépendantes; en effet, toute relation entre ces fonctions contiendrait 
nécessairement u^ ou ttj, u^ par exemple. Soit 

tj^ (Wj, Wg, i^i, ..., i*;«2) = 

cette relation ; on aurait 

^"" ^^ = d^, ("" "'> + d^; <"" "*> + - + J^^^"«' "'-'^ = ^' 

et le premier membre se réduit à r-^ • 



ÇIIAP. XII. — THÉORIE DES GROUPAIS. 315 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Étant donné un groupe (t^^, .t.? ^r) ^'^OJi en ijivohUion, on peut 
toujours décomposer ce groupe en deux autres : un groupe de 
deux fonctions w^, w^, telles que (w^, u^) =i, et U7i groupe de 
r — 2 fonctions wj, Wj, ..., it/._2j on involution avec le premier {^). 

Poursuivons la réduction. Si u[, w^, ..., W;!_2 est un système en 
involution, le groupe proposé est ramené à la forme canonique 

OÙ Xj = Wg, Pj = Wp pour laquelle on a les relations 

Si le groupe (u[, tri, ..., t^r-a) n'est pas en involution, en lui appli- 
quant le même procédé, on le décomposera en deux groupes 

si (tij, ..., n'_4) est en involution, le système proposé sera ramené à 
la forme canonique 

Aj, X I, Aj, ±^2, Wj, M2J «..j 'W/-_4? • 

pour laquelle toutes les parenthèses seront nulles, sauf (P^, Xj) et 
(P„ Xj), qui se réduiront à l'unité. Si (wj, ..., n^-^O n'est pas en 
involution, on recommencera les mêmes opérations, et, en continuant 
ainsi jusqu'à ce qu'on arrive à un système en involution, on voit 
qu'on peut toujours mettre un groupe sous la forme canonique 

■**-15 * l? ^ty * 8' •••5 ^Çy "î> "^«4-l> •••? ^m + qy 



(1) Considérons en particulier une équation linéaire (a, f) = 0, où « est une fonction 
donnée de a:,, ..., Xn* Pi» ..., Pn et f une fonction inconnue des mémos variables. Les 2» — 2 
intégrales, autres que a, de cette équation forment avec a un groupe d'ordre 2» — 1. Soit a, 
une de ces intégrales;*, ne peut être une fonction distinguée, car les deux équations (a,/l=0, 
(a„ /') = auraient 2» — 1 intégrales communes. Par conséquent, on pourra compléter la 
solution avec 27i -r 3 intégrales aj, ..., aj».,, satisfaisant aux relations 

(a,,a8)-3l, (a,,a3)"«0, ..., (a,, a.n--) =0. 

(Voir lftVflMi^we,flHfl/2//t7Mé?, 3« et 4e éditions. Note de M. Bertrand.) L'application répétée 
du théorème de Poisson aux deux intégrales a, pt F (ari,at„ ...,«,«-•) fournira 2?? — 2 inté- 
grales distinctes, si la fonction F n'a pas été prise d'-une faç<)n particulière. 



;U(] LE(;ONS SUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 

X„ P^. étant des foDctions indépendantes telles que toutes les paren- 
thèses (P,-, X,.) aient pour valeur l'unité, tandis que toutes les autres 
parenthèses sont nulles. 

Un groupe étant réduit à la forme canonique, les équations qui 
déterminent les fonctions distinguées II (X,, ..., Xg+^y Pi, ..., P^,) 
prennent la formo 

on ' àtt n ' A c, 

toute fonction distinguée se réduit donc à une simple fonction do 
Xç+i, ..., Xg^m» La différence entre le nombre des fonctions distinctes 
d'un groupe (2g -h rn) et le nombre des fonctions distinguées m est 
donc toujours un nombre pair 2g. 

En réunissant tous ces résultats, on peut énoncer la proposition 
suivante : 

Tout groupe de fonctions peut être ramené à la forme canonique 

pour laquelle toutes les parenthèses sont nulles, sauf les paren- 
thèses (Pi, X,), qui se réduisent à l'unité. Les fonctions distinguées 
du groupe sont les seules fonctions de X^+i, ..., Xq+n* 

La différence entre V ordre du groupe et le nombre des fonctions 
distinguées est un nombre pair. 

129. Étant donné un groupe canonique d'ordre 2g + m -<: 2n, on 
peut trouver d'autres groupes canoniques renfermant celui-là, en 
particulier des groupes d'ordre 2n. Prenons d'abord un groupe 

VV "u "a» "*^ "gy "^l? •••? ^q^ ^q + ly •••> A^+m> \*^* ^^>" ^Jy 

renfermant des fonctions distinguées. Supprimons une de ces fonctions 
distinguées, Xq^i par exemple, on a un nouveau groupe 

\l>) "|, ..., "ç, Aj, .V., Aç, Aç4.2, ..., Aç4,,„, 

dont le groupe polaire renfermera Xq^i et sera de la forme 
(G) Xç+i, Up Uj, ...; 
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d'ailleurs, X^+i n'est pas une fonction distinguée du groupe (G), 
puisqu'elle n'appartient pas au groupe (B). On pourra donc trouver 
dans (G) une autre fonction P^+i telle que (P^+i, Xg^-i) = 1; 
Pg+i ne peut appartenir au groupe (A), car si on avait 

Aç + l — - ? \^ 1) •••) ^ q9 ''^l? •••? ^q + tn/y 

on en dédirait (X^+i, Pj+i)=: 0. Par conséquent les fonctions 

forment un nouveau groupe canonique (A)' , renfermant le groupe (A), 
et ayant une fonction distinguée de moins. 

En répétant les mêmes opérations sur le groupe (A)' et ainsi de 
suite autant de fois qu'il est nécessaire, on voit que tout groupe cano- 
nique est renfermé dans un autre groupe canonique qui n'admet 
pas de fonctions distinguées. 

Prenons un groupe de cette espèce 

P P P Y V • 

*11 -"^Sî •••> "^ 7) -^^i^ •"' ''^5' 

en lui ajoutant une fonction X^+i du groupe polai^^e, on a un nouveau 
groupe renfermant une fonction distinguée 

P P \ \ \ ^, 

que Ton peut compléter en ajoutant une fonction P^+i, de façon à 
avoir un groupe canonique de 2^ + 2 termes 

PP Y Y 

«ans fonction distinguée. En continuant ainsi, on arrivera à un groupe 
canonique de 2n termes 

P P Y Y 

Donc, étant donné un groupe canonique quelconque 

on peut toujours trouver d'autres foliotions P^+i, ..., P,,, X,^^.„, + i, 



''ri 
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..., X;i telles que les fonctions 

forment un groupe canonique de 2n termes* 

130. Les résultats du paragraphe précédent permettent de résoudre 
une question qui est très importante dans la théorie des groupes. 
Etant donnés deux groupes de r fonctions (Wp ..., u^ et (r^, ..., v^^ 
dans quels cas peut-on passer de Tun à l'autre par une transformation 
de contact? En termes plus précis, que faut-il pour qu'il existe une 
transformation de contact changeant te^, ..., u^ en de nouvelles 
fonctions w^^ ..., iiv, qui s'expriment au moyen de Vj, ..., v,,? 

Il est évident d'abord que toute transformation de contact ne change 
pas le nombre des fonctions distinguées d'un groupe. Par conséquent, 
le problème ne sera possible que si les deux groupes ont le même 
nombre de fonctions distinguées. Cette condition nécessaire est 
d'ailleurs suffisante. En effet, soit 

P P V V 

un groupe d'ordre r = 2g -f- ?h, avec m fonctions distinguées. Nous 
venons de voir qu'il existe toujours d'autres fonctions Pg+i, ..., P», 
Xj+^n + i, ..., X„, telles que 

P P \ \ 

soit un groupe canonique. On aura donc les relations 

(X„X,) = 0, (X,,P,), = 0, (P„P*) = 0, (P,,X;) = 1, 

paf suite (§ 112), on pourra trouver un^ autre fonction Q (x,-, pi)^ 
telle que les formules 

déliiiisseut une transformation de contact* Par cette transformation, 
le groupe considéré sera ramené à la foritie 

Pl> •**> Pi> '^'l? *••) «^'fi + wj 

tout dntrc groupe* du même ordre, ayant lo mémo nombre m de 
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fonctions distinguées, pourra être ramené à cette même foilne par 
une autre transformation de contact et, par conséquent, on pourra 
passer de l'un à l'autre par une transformation de contact. 

Donc, les seuh invariants d*un groupe relativement à toute 
transformation de contact sont Vordre du groupe et le nombre 
des fonctions distinguées, 

131. Tout groupe à 2g -f- wi termes, renfermant m fonctions 
distinguées, pouvant être ramené à la forme canonique 

"l) *"> •■•gJ -^19 •••) -^îî '^ + 1) •••? -^+«1? 

contient un système en involution d'ordre g 4- m, le système X^ 
...,Xg4.m. D'ailleurs, il ne peut contenir de système en involution 
d'ordre supérieur à g -h m. Soit, en effet, ^i, ..., ^v un sous-groupe 
en involution du groupe proposé ; on a vu plus haut qu'on pouvait 
trouver d'autres fonctions X^j+^+j, ..., X„, Pg+i, ..., P« formant avec 
le premier groupe un groupe canonique 

* 15 •••? "n> -^1) •••? ^n* 

Les fonctions 

formeront un système en involution dont l'ordre sera v + h — g — wi. 
On a, par conséquent, 

V 4- n — g — m'^n^ d'où v ^ g -H m. 

Remarque. — Si l'ordre d'un groupe est supérieur à n, il est facile 
d'avoir une limite supérieure du nombre m. Soit r l'ordre d'un 
groupe G, 

r = 2g4-mi=?i + fc; 

G contient un système en involution d'ordre m -\' g. Donc, on a 

î)i + g ^ n, ou 2m + 2g ^ 27i, 

et, par suite, en retranchant les doux relations, 

m < n — k. 

La déterminai ion d'un système en involution d'ordre maximum m -»• g, 
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contenu dans un groupe d'ordre 2g -*• m avec m fonctions distinguées, 
exige, en général, des intégrations. Soit (ti|, ..., Ufq + n) le groupe 
proposé. On commencera par déterminer m fonctions distinguées Uj, 
..., U„,, ce qui exige les opérations m, m — 1, ..., 3, 2, 1. Prenant 
ensuite une autre fonction non distinguée du groupe, w^ par exemple, 
Téquation linéaire 

(ie„ F) = 0, 

011 on remplace F par une fonction de Wj, ..., î^., + „„ est une équation 
linéaire h 2q -h m variables, dont on connaît m -f- 4 intégrales «,, 
Up ..., U,„. On aura, une nouvelle intégrale îi\ par une opération 
d'ordre 2q — 2. On considérera ensuite le système complet 

(u„F) = 0, (it'„F) = 0, 

dont on connaît m -i- 2 intégrales tip iv^^ Up ..., U„„ et ainsi de 
suite. En résumé, on aura un système en ijivolution d'ordre q -h m, 
contenu dans le groupe proposé, par les opérations 

m, m — 1, ..., 3,2,1; 2q — 2, 2g — 4, ..., 4,2. 

132. Arrivons maintenant à l'objet essentiel de ce chapitre. Soit 

(U) A = C„ ..., f, = C, 

un système en involulion, qu'il s'agit d'intégrer; supposons que Ton 
ait obtenu, par un moyen quelconque, un certain nombre d'intégrales 
/J,+i, ..., /*r, différentes de /j, ..., /J^, du système complet 

(15) '(f„f) = 0, ..., {f„f) = 0. 

Par exemple, s'il s'agit d'une équation unique f^ =. 0, provenant 
d'un problème de mécanique, les principes généraux de la mécanique 
feront souvent connaître un certain nombre d'intégrales, autres que /\, 
de l'équation linéaire (/"^ f) = 0. Gomment peut-on utiliser ces inté- 
grales connues, pour simplifier l'intégration du système en involution 
proposé ? 

On peut toujours supposer que l'application du théorème de Poisson 
à deux quelconques des intégrales fq^\, ..., /^^ ne donne pas d'intégrale 
distincte de /"j, ..., /",.. S'il n'en était pas ainsi, on ajouterait les 
nouvelles intégrales ainsi obtenues aux anciennes, et ainsi de suite. 
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Il suffit donc d'examiner le cas où les r fonctions /"j, •.•> /J^, ..., /^ for- 
ment un groupe. Si Tordre r est éj^al à 2n — ^, on a immédiatement 
rintéjçrale générale du système complet (15) et il suffira d'une quadra- 
ture (§ 122) pour avoir également l'intégrale générale du système 

• 

en involution (14). Nous supposerons, par conséquent, r -< 2n — q. 
Le groupe (f^, ..., /g, .... fr) contient les q fonctions distinguées 
jfj, ...j /!y, mais il peut en contenir d'autres. Pour plus de - généi^alité, 
nous supposerons que ce groupe contient en outre m fonctions 
distinguées, distinctes de f^, ...,/y(m^O). On a vu plus haut (§ 127) 
comment on pouvait toujours déterminer le nombre entier m par des 
calculs élémentaires. On aura alors ♦ 

r = g + m 4- 2v, v ^ 0. 

Ce groupe contiendra un système en involution d'ordre q h- m + v 

A) •••? tqy ^n •••) ^*»«> ^^ i^ •••) '^''J 

et, si on peut déterminer ce système, l'intégration du système en 
involution proposé sera ramenée à l'intégration d'un nouveau système 
en involution de (g + m -h v) équations, problème qui est évidem- 
ment plus simple que le proposé et qui n'exige que les opérations 

2n — 2(/ — 2m — 2v, 2n — 2 — 2g — 2m — 2v, ..., 4,^2, 

et une quadrature, si on emploie la méthode de Jacobi et Mayer. 

133. C'est une circonstance de ce genre qui se présente dans le 
problème des trois corps. Supposons, pour simplifier, que l'un des 
corps soit fixe. On est alors conduit à une équation aux dérivées 
partielles de la forme 

ri ('Vij ..., Xg^ |9p ...) p^) HZ ct^ 

et le principe des aires fuit connaître trois intégrales Fj, F,, F3 do 
l'équation linéaire (H, F) ■= 0. Ces trois intégrales forment un groupe, 
car on a les relations 

(F„ F,) = F„ (F„ F,) = F„ (F„ F,) = F, ; 

ce groupe étant d'ordre 3, sans être en involution, ne peut contenir 

G. Leçons, 21 
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qu'une fonction distinguée. Pour l'obtenir, nous avons à considérer 
les trois équations 

qui se réduisent à deux équations distinctes et qui admettent Tinté- 
^a*ale commune • 

<I> = FJ -h F| + FJ. 

Les trois équations 

H = a, F, = b, FJ + F| + FJ = c 

forment alors un système en involution et l'intégration d'un pareil 
système par la méthode de Jacobi et Mayer n'exige que les opéra- 
tions 6, 4, 2, et une quadrature. 

On arrive à un résultat tout pareil dans le cas général, où aucun 
des corps n'est supposé fixe (*). On a alors une équation du premier 
ordre à neuf variables 

Il (X^J ..,, OCg, Pj, ..., Pq) = d, 

et les théorèmes généraux de la mécanique fournissent 8 intégrales 
distinctes de l'équation linéaire (H, F) = 0. Ces intégrales forment 
un groupe qui contient deux fonctions distinguées et qui renferme, 
par conséquent, un système en involution d'ordre 5. Les intégrations 
nécessaires pour déterminer ce système peuvent être effectuées et, 
en ajoutant l'équation H = a, on est conduit à un système en 
involution de six équations. Les opérations qu'il faudrait faire pour 
achever le problème sont donc du môme ordre que dans le cas 
particulier examiné d'abord. 

134. Au lieu de déterminer le système en involution d'ordre 
q -^ m -h 't contenu dans le groupe (/^i, ..., /ç, ..., /r), on obtient 



(t) Lie, Uathmatinche Annalen, t. VI H. p. 283. 
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des simpUflcations équivalentes en déterminant simplement les 
*w fonctions distinguées, autres que /i, ..., f^. Soient Ûj, ..., Û^ ces 
m fonctions distinguées et <I>j, ..., ^^v les 2v fonctions qui complètent 
le groupe 

/i' •••? h^ "^p *••? ^«*> ^*^i' •••> ^^2''* 
Considérons le système complet 

{f„r) = o, ..., {U,f) = o, (û.,f) = o, ..., (*,,, n = 0, 

dont on connaît m + q intégrales /*,, ..., Û,^; on en obtiendra une 
autre ^^^.i par une opération d'ordre 2n — ^m — 2g — 2v. Cette 
fonction /g^.l n'appartiendra pas au groupe, car elle serait une 
fonction distinguée dans ce groupe, c'est-à-dire une fonction de 
A> •••> /ç> ^i» •••9 ^m ®^ d'après la façon dont on opère, il ne pourra 
pas en être ainsi. On sera alors ramené à intégrer un système en 
involution 

connaissant les 2v solutions «f^, ..., <I>2v du système complet 

Nous opérerons de la même façon que tout à l'heure en considérant 
le système complet 

dont on connaît m + g -h 4 intégrales. On en trouvera une autre 
par une opération d'ordre 2n — 2m — 2q — 2v — 2. Eh continuant 
ainsi, on arrivera, par une opération d'ordre 2, à un syst^e en 
involution 

connaissant les 2v solutions <^4, ..., ^l\i du système complet 

L'intégration de ce système n'exige plus qu'une quadrature. 
En résumé, pour intégrer un système en involution 
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connaissant 2v + m intégrales des équations (f^^ f) = 0^ qui 
forment avec /"^ ..., f^ un groupe possédant, outre /j, ..., ^, 
m fonctions distinguées, la métliode précédente exigeles opérations 

m, m — i, ..., 3, 2, 1, 
2;i-- 2g — 2m — 2v, 2n — 2 — 2g — 2m — 2v, ..., 6,4,2. 

La méthode de Cauchy généralisée exige les opérations 

2h — 2g — m — 2v, 2?i — 2g — m — 2v — 1, ..., 3,2,1. 

Considérons en particulier Je cas d'une seule équation 

M V^V *■•? ^«? Pv •••9 i^»/ *~" ^l' 

et soient ^I'^, ..., 4>2v+m des intégrales connues dé l'équation (f^ ,/") = 
qui forment avec /\ un groupe renfermant m fonctions distinguées 
' sans compter /",. On a plusieurs cas à distinguer, suivant que le 
nombre 2v + m est inférieur ou supérieur à 7i. 

1° Soit 2v + m <: n — i; on aura aussi m -< n — 1 et, par 
conséquent, 

2v 4- 27)K 2/1 — 2. 

Les nombres 

m, m — 4, •.., 3, 2, i, 
2yi — 2 — 2v — 2m, 2n — 4 — 2v — 2m, ..., 

seront respectivement plus petits que les nombres 

2n — 2 — 2v — m, 2n — 3— 2v — m, ..., 3,2,1; 

la nouvelle méthode est plus simple que celle de Cauchy. 

2^ Soit 2v + m =in — 1 ; si v = 0, les fonctions f^y <r>p ..., ^„_i 
forment un système en involution et l'intégration est terminée immé- 
diatement par la méthode de Jacobi. Si v >- 0, on aura m <n — 3, 
2v + 2m ^ 2n — 4 et, par suite, 2n — 2v — 2m — 2 >- 0. La 
méthode est encore plus simple que celle de Cauchy, 

3® Soit 2v 4- m^n. On verra encore que la nouvelle méthode 
est plus simple que celle de Cauchy, à moins que l'on n'ait 

2n — 2v — 2m — 2 = 0; 

dans ce cas, le groupe (f^^ <î>i, ...5 <î\>v+,«) contient un système en 
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involiition d'ordre ^t -h m -h i = n et nous verrons plus loin qu'il 
suffit alors d'une quadrature pour achever Tintéf^ration. 

135. Les méthodo.s précédentes supposent que l'on a déterminé 
préalablement les fonctions distinguées du groupe (/",,..., f^, ..., f^), 
M. Lie est revenu sur ce sujet dans le tome XI des Mathematische 
Annalen, et a montré que celte détermination n'était pas nécessaire. 
La méthode générale à laquelle il est parvenu ainsi paraît atteindre 
le plus grand degré de simplification possible. Nous établirons 
d'abord un certain nombre de propositions préliminaires. 

Soient Z, X^, ..., X^, P^, ..., P^ 2m -h 4 fonctions quelconques 
des 2n -H 1 variables indépendantes r, Xi, Pf., dont les différentielles 
satisfont à la relation 

(16) dZ — PjdX^— ...--P„,dX,„ = p(dc— jîjdx^ — ...— p„da?„), 

où p est une fonction des variables z, a?.., Pf, qui n'est pas nulle. Le 
nombre entier m ne peut être inférieur à n, car, si on a entre les 
variables z, a;,, p^ les m -f- 1 relations 

Z = a, Xj = «j, ..., X^ = a^y 

où a, a^ ..., a^ sont des constantes quelconques, on aura entre les 
différentielles la relation 

dz — p^ dx^ — ... — p„ dx^ = 0, 

ce qui exige (§ 89) qu'il y ait au moins n -t- 1 équations distinctes 

entre les variables. On a examiné en détail, dans le chapitre précédent, 

le cas où m = n. Supposons maintenant m ^ n. Quelques-unes des 

démonstrations données au § 105 subsistent sans modification. Ainsi, 

en supposant que les différentielles dz^ dx^^ ..., dx^ soient liées par 

la relation 

dz — p^ dx^^ — ... — p^ dx^ = 0, 

on aura d'abord 

/ ^^, d"^. dX,^ âX,^ âX, , 

l dx^ dx,, dp^ ^^ dp,, ^ 

(17)' ^ dV. dV. ÔV. t?P. 

(i = 1, 2, ..., m). 



A' 
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On démontrera ensuite, en reprenant les calculs qui ont été faits à 
la page 270, que Von a encore 

^^^ dP d\ dP d\ 

-pdp,==:pdX,--'pdP,4-^ 

^ ^* dXi * dXi * dXi dXi 

u étant une fonction quelconque de s, a;.-, pt, si on remplace dx,-, 
d]9,. par les valeurs précédentes dans la formule qui donne du 

du _ du , du . du - 

du = T— «a["i + ... 4- - — dx„ -+- r — d», + ... 4- -r— dî}„, 
dx, dx, âp^ ^* dp« 

il vient 

(Ag\ ( P ^w = [Pi> «] ^^i + ••• + [P«» w] dX^ 

^ ^ ( ~[X„w]dP,-... ~[X,„ti]dP,„. 

Si m esl plus grand que n, les 2m fonctions X,-, P;^ ii® sont plus 
indépendantes et on ne peut pas conclure de cette relation que les 
crochets [X^, XJ et les analogues soient nuls en général. 

136. Considérons maintenant une identité de la forme 
(20) d\J'hF^df^+ ... +¥^dfr = p^dXi-h ... -hp^dx^ (î*^»^), 

où U, F,., ff. sont des fonctions des 2n variables cc^, ..., a?„, p,, ..., p„. 
Cette identité peut se ramener à la forme (16) en récrivant 

d{z — U) — Fj df^ — ... — Frdfr=dz — p^ dx^ — ... — Pn^^n^ 

et les formules (18) et (19) deviennent ici 

, dF. ^^ dt ,^ dF^ ,^ ôfr ^^ 

dXi = -— * df. — -il dF, H- ... -h -T-^ df^ — -r^ dF^, 
(18)' l àpi " à Pi à Pi âpi 

et 

( du = (F,, m) df, + ... + (F„ «) dfr 
^ M - (^ «) dF. -...-(/;, tt) dF 



r> 



U étant une fonction quelconque des variables x^, 2?^^. 
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Les équations (18)' prouvent que, parmi jles 2r fonctions F^, /i-, il 
y en a toujours 2n d'indépendantes. S'il n'en était pas ainsi, tous les 
déterminants d'ordre 2 n contenus dans le tableau rectan^laire 



àPi ' ^p^ 






<?F, df. dF, df. 



dx^ dx^ 



dXj, àx^ 



seraient nuls, et des relations (48)' on pourrait déduire une relation 
linéaire entre les différentielles dx,., dp^.^ ce qui est évidemment 
impossible, puisque les variables x,-, pj. sont indépendantes. Nous 
supposerons de plus, ce qu'on peut toujours faire, que les fonctions 
fj, ..., fr sont distinctes. 
Cela posé, on a le théorème suivant : 

Si on a une identité de la forme 

(20) dU + ¥^ df^ 4- ... + F^ df^ =zp^ dau^ -*- ... + Pn dx^^ 
où f^^ ,..y fr sont r intégrales distinctes du système complet 

(21) {f„f)=0, ..., {f„f)=0, où (A,A.)=0, (i,&=l,2,...,g), 

Fg^.1, ..., Fj. donnent les autres intégrales de ce système complet 
et on a les relations 



(22) 



[/•„ c - U] = 0, 



[f^,z-U] = 0. 



Si dans l'identité (19)' nous remplaçons u par /\, il vient 

d/i = (F„ fù df, + (F„ /•,) df, + ... + (F„ /;) df„ 

et, puisque par hypothèse les fonctions Z^, ..., f^. sont indépendantes, 
on a les relations 



(F.,/'.) = l, (/'.,F,) = 0, 



(fi, F,) = 0. 



En remplaçant de même u par /*,, »»., fg, on en conclut que Fç^.i, 
..., F^ sont des intégrales du système complet (21). D'Un autre côté, 
parmi les 2^' fonctions F^., /J,, il y en a toujours 2?i d'indépendantes; 
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donc, parmi les fonctions /\, ...,/)., F,^ 4,1, ..., F^, il y en aura toujours 
2n — q d'indépendantes. Elles donneront, par conséquent, Tintégrale 
générale du système complet (21). 

Pour obtenir les formules (22), remarquons que l'identité (20) 
équivaut aux 2n relations 



(23) P,=^F, 



£4 + ^, 



St '^Pk àp. 



(k=i,% ..., n), 



Remplaçons -r — » -r — par leurs valeurs tirées de ces formules dans 

df^ dU ^f^ «?U\ 



îSTi ^Vh iTi \^Vk 



on trouve 



[A, 5 - U] =2 Fc (A, fd = 0, 



i — 1 



et on voit de même que Ton aura 

[f„z-V] = 0, ..., [f,,z -\J] = 0. 

137. Nous avons encore besoin de connaître la solution du problème 
suivant: Etant données r fonctions f^, ..., fj. des variables x,-, pi^y 
telles qu'il existe d'autres fonctions F^, ..., F,., U, donnant lieu avec 
les précédentes à l'identité (20), comment obtiendra-t-on ces nouvelles 
fonctions U, F^, ..., F^? 

Prenons pour nouvelles variables indépendantes Z^, . . . , f ^ et 2 n — r 
quantités «j, ti^, ..., i^,„_r, formant avec /*j, ..., f,. un système de 2n 
fonctions distinctes. La relation (20) devient 






dV . ^dH 
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et elle peut être remplacée par les 2n relations 

Des formules (26) on ciéduira U par une quadrature, en supposant, 
Lien entendu, que le problème soit possible, et on aura ensuite t\, . . . , F,. 
au moyen des formules (27). Remarquons qu'on peut toujours ajouter 
à U une fonction arbitraire de f^, ..., ^; ce qui était évident a priori. 
On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Soient f^, ..., f^ des fonctions connues de cc^, ..., a*„, p^, ..., p„^ 
telles qu'il existe une relation de la fonne 

(20) d\] -h Fj dfi 4- ... 4- F^ df^ = p^ dx^ 4- ... 4- p^ dx^; 

U s'obtient par une quadrature, et on a ensuite Fj, ..., F^ par des 
différentiations seulement. 

138. L'application de ces résultats aux équations aux dérivées 
partielles conduit à l'important théorème ci-dessous. 

Théorème. — Soit 

(28) f, = C,, ..., /; = G, 

< 
un système eii involution, et soient f^, ..., Z"^, ..., fr, r intégrales 

distinctes du système complet 

m ifi>f)=0, ..., {Uf) = 0; 

s'il existe d'autres fonctions F^, ..., F^, U, telles que Von ait 
la relation (20), Vintégration du système (28) n'exige qu'une 
quadrature. 

En effet, nous venons de. voir qu'on aura par une quadrature les 
fonctions U, F^, ..., F^. Les fonctions /*^, ..., f^., F^+i, ..., F^ donne- 
ront l'intégrale générale du système complet (29) et U sera une 
intégrale des équations 



HI^H^ 



.^"' 
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on aura donc 2n — g -{- 1 intégrales distinctes du système complet 

et la méthode de Cauchy généralisée (§ 94) nous fournira par des 
éliminations une intégrale complète du système en involution (28). 
Ce théorème donne une réelle importance à la question suivante : 
Connaissant les r intégrales /*p ►.., fq^*"*', fr du système com- 
plet (29), comment reconnaître si on peut trouver d'autres fonc- 
tions Fj, ..., F^, U, telles que l'on ait la relation (20)? Nous suppo- 
serons que l'application du théorème de Poisson aux intégrales 
connues ne donne pas d'intégrales nouvelles, c'est-à-dire que les 
fonctions /i, ..., /"j, ..., /r forment un groupe. Pour qu'il existe une 
relation de la forme (20), il faut et il suffit que ce groupe renferme 
un système en involution (Tordre n. 

D'abord, il est clair que la condition est suffisante; en effet, si elle 
est remplie, le groupe {f^, ..., /j, ..., f^ peut être ramené à la forme 
canonique (§ 128) 

P P X X 

et on a une relation de la forme 

p^ dx^ 4- ... + j>^ dx^ = Qj cZXj -f- ... -t- Q„ dX„ + dY; 

comme Xj, ..., X„ sont des fonctions de /'^, ..., ^, cette relation peut 
aussi s'écrire 

p, dx^ -i- ... + p^ dx^ = Fj df^ -h ... + Fy dfj. -h dY. 

Inversement, si on a une identité de la forme (20), les fonctions /j, 
..., /J. engendrent un groupe qui renferme un système en involution 
d'ordre n. Soit 

la forme canonique de ce groupe ; la relation (20) pourra s'écrire 
^Pk dx, =2 Ai d\, +2b, dV, -h dY. 

kmm\ t'ssl t<=l 

On peut trouver d'autres fonctions Pp + i, ..., P„, X^+i, ..., X„ telles 
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que le groupe 

P P Y Y 

^1? •••? ^n> -^iî •••? "^m 

soit un groupe canonique et on a par conséquent 



n 



V Pi. dx,, ■=. P^ rrX\ + ... + P„ dX„ + rfW. 
En retranchant les deux identités membre à membre, il vient 

n ot P 

2 P.- dXi =2 A, f/X.. +2 B; dP, + d (V - W); 

t — 1 1 — 1 1 — 1 

or, une telle identité est impossible, si a <: n. Car, en prenant X^, 
..., X„, Pj, ..., P„ pour variables indépendantes, on aurait les deux 
équations incompatibles . 

^ (V - W) _ àÇV-W) _ 

dx, -^'" ^p, -"• 

Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante, qui n'est qu'une 
autre forme du théorème précédent : ^ 

Étant donné un système en involution 

il -— ^lî •••5 îq~~' ^gî 

si on connaît r intégrales f^, ».,, f^, ...^ f^ du système complet 

formant un groupe qui renferme un système en involution d'ordre 
n (ce qu^on peut toujours reconnaître par des opérations élémen- 
taires), l'intégration du système en i7ivolution proposé se ramène 
à une quadrature. 

139. La proposition de Jacobi sur le dernier multiplicateur n'est 
qu'un cas particulier de ce théorème. Soit f^ = G^ une équation 
unique; l'équation linéaire (/j, /*) = admet, outre f^, 2?i — 2 inté- 
grales distinctes. Supposons qu'on ait obtenu toutes les intégrales, 
sauf une, et qu'on ne puisse obtenir cette dernière intégrale par 
l'application du théorème de Poisson; alors les intégrales connues 
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/i> /j? •••> /»n-a forment un {groupe d'ordre 2n — 2 dont la forme 
canonique sera 

Pp ..., Pu, Ap ..., Xa5 (a +• p = 2n — 2); 

comme le groupe contient une fonction distinguée /j, p sera inférieur 
à a et on aura forcément a = n. Les intégrales Xj, ..., X^ formeront 
donc un système en involution d'ordre n. Par conséquent, d'après 
le théorème précédent, on pourra obtenir la dernière intégrale de 
l'équation (Z^, /*) = par une quadrature. 

La proposition précédente va même plus loin que la théorie de 
Jacobi. En effet, une quadrature unique nous donne à la fois une 
intégrale complète de l'équation f^ = C^ et la dernière intégrale de 
l'équation {f^J f) = 0. En employant le dernier multiplicateur, une 
fois la dernière intégrale de l'équation (/i, /") = obtenue par une 
quadrature, il faudrait encore une quadrature pour avoir une inté- 
grale complète de l'équation f^ = C^ 

140. Voici maintenant comment on pourra se servir des intégrales 
connues pour simplifier l'intégration. Soit toujours 

(28) /\ = C^, ..., fy = G^ 

le système en involution proposé, et soient /"j, ..., /J^, /i+i, ..., /]. les 
intégrale's connues du système complet 

(20) (fi,f) = 0, ..., (f„f) = 0; 

nous supposons que ces intégrales forment un groupe qui admet, 
outre /j, .... fgy m fonctions distinguées Ûp ..., Û^, d'ailleurs incon- 
nues. On a vu plus haut (§ 127) comment on pouvait obtenir, par les 
calculs les plus élémentaires, un système d'équations linéaires 

(30) B,{f) = 0, ..., B,(/0 = O, ..., B,^^(f) = 0, 

équivalent au système complet 

Il suffira, par exemple, de poser 
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et de former ensuite les équations de la forme 

>^i (/i-^i, f) + ••• + >--« ifr, f) = 0, 

qui admettent les intégrales /g+i, ..., /).. Il existe m équations dis- 
tinctes seulement satisfaisant à ces conditions; on les prendra pour 

Le système (30) ainsi obtenu admet les r intégrales /i, •••5/^? •••9 /!•; 
on en obtiendra une nouvelle intégrale par une opération d'ordre 

2 n — q — m — r , 

ou, en remarquant que la différence r — q — m est un nombre 
pair '2v, par une opération d'ordre 

2n — 2g — 2'm — 2v. 

Soit 6^ une intégrale du système (30); deux cas peuvent se pré- 
senter. D'abord, il peut arriver que les fonctions /i, ..., /j? ...? /î, 4*1 
forment un groupe; les fonctions jf^, ..., f^, û^, •••> ûw seront des 
fonctions distinguées de ce groupe et, comme la différence r -f- 1 
— q — m n'est pas un nombre pair, ce groupe admettra une fonc- 
tion distinguée de plus ûm+i (*). On est donc conduit à un problème 
de même forme que le premier, les nombres r et ?n étant remplacés 
par r H- 1 et m -4- 1. On formera comme tout à l'heure un système 

complet 

Bj(/)^0, ..., B,^.,„+i(/^)=:0, 

équivalent au système 

(/;,/•) z:z0, ..., (/;„n = 0, (Qi,/)=:0, ..., (Q^,.„/):z=0, 

dont on connaît r H- 1 intégrales ; la recherche d'une nouvelle inté- 
grale exigera une opération d'ordre 

2n — r — 1 — q — m — 1 = 2îi — 2g — 2m — 2v — 2. 

L'ordre de cette opération est, comme on voit, inférieur de deux 
unités à l'ordre de la première. 



(*) Le nouveau groupe ne peut contenir plus de {m + 1) fonctions disUnguées. D'après la 
fai^'on raômc dont on calcule le nombre des fouclions distinguées d'un groupe, on voit, en 
elfet, que, si un groupe d'ordre r contient m fonctions distinguées, un sous-groupe d'ordre 
r — 9 en contient m ~q. 
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Il peut arriver que les fonctions fi, "*j fn ^i ^^ forment pas un 
groupe. Alors Tappliçation du théorème de Poisson nous donnera 
d'autres intégrales ^l/j, ..., i};^. Dans le groupe ainsi obtenu (/"j, ..., f^y 
^i> •••> W les fonctions f^y ..., f^^ û^, ..., û„ sont des fonctions 
distinguées, mais il peut y en avoir d'autres Ûm+19 •••9 ûm+w* Le 
problème a encore repris la forme primitive, sauf que r et m sont 
remplacées respectivement par r -h s et m 4- m'. L'opération sui- 
vante sera d'ordre 

2n — (r -h s) — (g 4- m 4- m'), 

et, comme a est au moins égal à 2, cet ordre est inférieur d'au moins 
deux unités à celui de la première opération. On verra de même que 
l'ordre de la troisième opération sera inférieur d'au moins deux 
unités à celui de la seconde, et ainsi de suite. 

Supposons que de cette façon on ait obtenu assez d'intégrales 
(/i, ?.., /p) pour que le système complet 

{fvf) = 0, '..., (A,n = 0, (Q„f) = 0, ..., {Q^,f) = 

» 

où Q^y ..., ûpL sont les fonctions distinguées, autres que f^, ..., /ç, du 
groupe {f^, ..., /s), n'admette pas d'autres intégrales que fp ..., jfà- 
On aura dans ce cas 

ou, en posant p — q — ;j. = 2t, 

Le groupe (/^^ ..., f^) contient alors un système en involution d'ordre 71 
et, d'après le théorème général démontré plus haut, l'intégration du 
système (28) n'exige plus qu'une quadrature. 
On peut donc énoncer la proposition suivante : 

TirÉORÈME. — Etant donné un système en involution 

m 

ei on connaît r intégrales /j, ..., f,. du système complet 

(f„f) = 0, ..., (f„f) = 0, 
fo}*mant un groupe qui admet, outre f^, ..., /J^, m fonctions distin- 
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guées inconnues, Vintégration du stjstème en involution proposé 
n'exige, dans les cas les plus défavorables, que les opérations 

2h — q — m — r, 2?i — g — m — r — 2, ..., 6, 4, 2, 

et une quadrature. 

Toutes ces opérations sont d'ordre pair et Vordre diminue 
d'au moins deux unités quand on passe d'une opération^ à la 
suivante, 

141. Pour donner un exemple, supposons que Ton ait une équation 
unique 

et que l'on connaisse 7 intéjjrales 9^, 9,, ..., 9, de Téquation (/", 9) = 
formant avec f un groupe d'ordre 8. Plusieurs cas sont à dis- 
tinguer : 

4** Ce groupe admet, avec f, une autre fonction distinguée; l'inté- 
gration exige alors les opérations 

40, 8, 6, 4, 2; 

2® Le groupe renferme 4 fonctions distinguées. On a à effectuer 

les opérations 

8, 6, 4, 2; 

3° Le groupe renferme 6 fonctions distinguées. Les opérations 
nécessaires sont d'ordre 

6, 4, 2; 

4^ Enfin, si le groupe est en involution, l'emploi de la méthode de 
Jacobi exige les opérations 

4, 2. 

L'emploi de la méthode de Cauchy, combinée avec le dernier multi- 
plicateur, nécessiterait les opérations 

11, 10, 9, 8, ..., 4, 3, 2, 

et deux quadratures. 
Supposons encore que l'on connaisse 8 intégrales çjp ..., 9^ de 



à 
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Téquation (/", 9) = 0, formant un groupe avec f. Tous les cas possibles 
sont résumés dans le tableau suivant : 



Le groupe contient 1 fonction distinguée 

— 3 — 

— 5 — 
-- 7 — 
.- 9 — 



opërations. 

40, 8, 6, 4, 2 

8, 6, 4, 2 

6, 4, 2 

4, 2 
9 



Remarque. — On voit, sur cet exemple, que la connaissance de 
8 intégrales de l'équation (/*, 9) = ne donne pas de plus grandes 
simplifications que la connaissance de 7 intégrales seulement. C'est 
là un fait général, que l'on vérifiera bien aisément d'après les 
développements qui précèdent : si on connaît toutes les solutions, 
sauf 2m + 4, du système complet 

(A»n = o, -, if,,f) = o, où (/;,/i) = o, 

le i)rohlëme de Vintégvatïon n*est pas plus difficile que si on 
connaissait toutes les solutions, sauf 2m. 

9_ 

142. Equations homogènes. — Nous allons maintenant nous 
occuper des équations homogènes et de degré zéro par rapport aux 
variables _pp ..., p^. Ce cas particulier est important à considérer, 
car il se présente toutes les fois que l'on a des équations du premier 
ordre dont on fait disparaître la fonction inconnue par l'artifice de 
Jacobi. Soit donc 

(;}2) N, = G„ ..., N, =r.C, 

un système en iuvolution de q équations distinctes, où N^, ..., X^ 
sont des fonctions homogènes de degré zéro des variables jj^. (D'ufie 
manière générale, on désignera par la lettre 11 une fonction homogène 
de degré quelconque, par la lettre N ou X une fonction homogène de 
degré zéro, et par la lettre P une fonction homogène du premier 
degré; il s'agira toujours, dans la suite, d'homogénéité par rapport 
aux Pi.) La méthode de Cauchy généralisée* ramène l'intégration du 
système en involution (32) à l'intégration du système complet 
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et, comme z est une solution de ce système^ il suffira d'intégrer le 
système complet 

(34) (N.,*) = 0, ..., (N„*) = {H 

pour avoir une intég^rale complète du système (32) sans aucune 
quadrature. 

On peut encore simplifier l'intégration. Posons, d'une manière 
générale, 

et soit H une fonction homogène de degré 8, de façon que M (H) = s . H. 
Appliquons la formule générale de Mayer aux trois fonctions r. H, F, 

les deux dernières ne renfermant pas z ; il vient 

*• 

[[H, F], z] -^ [[F, zl H] 4- [[z, H], F] = [F, H], 
ou, en posant [H, F] = A (F), 

(35) M (A (F)) — A (M (F)) = (s - 1) A (F). 

Par conséquent, si K est une solution de Véquation (H, F) = 0, où 
H est une fonction homogène, M (K) sera une intégrale de la 
même équation. 

La même formule (35) nous montre aussi que l'on peut ajouter 
aux équations (34) la nouvelle équation M ($) = 0, sans cesser d'avoir 
un système complet (*). Le nouveau système 

(36) CN„<ï») = 0, ..., (N„«^) = 0, M(*) = 

admet 2n — 2q — 1 intégrales, autres que N^, ..., N^, que l'on 
obtiendra par les opérations 2n — 2(/ — 1, 2n — 2q — 2, ..., 3, 2, 1. 
Soient ^,, ..., Oî„_ïy_i ces intégrales; toutes les parenthèses (4>f, ^i) 
seront dés intégrales du système (34) et, comme ces parenthèses sont 
homogènes et de degré — 1, elles ne pourront être des fonctions de 
Nj, ..., N^, <^,, ..., (btn-iq-i' En ajoutant une de ces parenthèses, 
différente de zéro, aux intégrales déjà connues, on aura l'intégrale 



(1) Si l'équation M (^) = était une conséquence des équations (34), les 2» — y 
intégrales de ce système 4»,, ..., ^sn— 9 seraient des fonctions homogènes d'ordre zéro. Les 
parenthèses (<t«, 4>fc)» qai sont homogènes et de degré — 1, devraient Htg identiquement 
nulles. On aurait donc 2 n — 7 ^ m, ou 9 ^ n, et nous supposons q •< n. 

G. Leçons, 22 



338 LEÇONS SUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 

générale de (34). Le procédé ne serait en défaut que si toutes les 

parenthèses ($,., <[>jt) étaient nulles. Ceci ne peut arriver que lorsque 

« 

les fonctions N^ çt ^^ forment un système en invôlution d'ordre n, et, 
dans ce cas, l'intégration est immédiatement terminée par la méthode 
de Jacobi. 

Pour intégrer le système (32) par la méthode de Jacobi, on 
commencera par chercher une intégrale N^+i différente de Nj, ..., N^ 
du système (36), ce qui se fera par une opération d'ordre 2?i — 2q 
— 1. On cherchera ensuite une intégrale du système complet 

(37) (N„*) = 0, ..., (N,^„<ï>) = 0, M(<î>) = 0, 

différente de Nj, ..., N^+i, ce qui exige une opération d'ordre 
2n — 2q — 3, et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on ait o])tenu un 
système en invôlution de n fonctions distinctes d'ordre nul N^, ..., N^, 
..., N„. Cela fait, on aura sans difficulté n fonctions Pj, ..., P„, 
donnant lieu à l'identité (§ 114) 

Pj dNj -i- ... + P„ d!N„ =i'i dx^ -+• ... + Pf^ da?„, 
qui peut encore s'écrire 

dZ — P^ dNj — ... — P„ dN^ =: dz — p^dx^ — ... — Pn dx^^ 

où Z = z. 
Les équations 

z = a, N, = Cp ..., N^ = C« 

donnent, par conséquent, une intégrale complète du système proposé. 
On est maintenant conduit à se demander quel est le meilleur 
moyen de simplifier l'intégration quand on connaît un certain nombre 
d'intégrales du système complet (34). Il nous faut, pour cela, entrer 
dans quelques détails sur la théorie des groupes homogènes; 

143. Un groupe d'ordre r est dit groupe homogène s'il contient 
r fonctions distinctes homogènes Hj, ..., H^. La théorie de ces groupes 
spéciaux repose sur la proposition suivante : Si K est une fonction des 
variables ce,-, pj.^ appartenant à un groupe homogehe, M (K) appar- 
tient au même groupe. 

En effet, soit (Hj, ..., H^) un groupe homogène et K une fonction 
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appartenant à ce groupe, K = 6 (Hp ..., H;.). Des relations 

M(H,) = s,H,, (i = i,2, ..., r), 

on déduif, en multipliant par -r-r^. et ajoutant, 



M (K) =2 «'"•• ^^ = '^t ("" •••' H^)- 



Réciproquement, si un groupe d'ordre r contient r fonctions 
distinctes K^ ..., Iv telles que les expressions M (K,) soient des 
fonctions de Kj, ..., K^ seulement, ce groupe est homogène. 

Soit 

M (K,) = û, (K„ ..., K,), (i=l,2, ...,r); 

si toutes les fonctions û^ sont nulles, les fonctions K; sont homogènes 
et de degré zéro. Si l'une au moins des fonctions Q^ n'est pas nulle, 
on pourra trouver r fonctions distinctes appartenant au groupe, 
homogènes et du premier ordœ. En désignant par 4> une fonction 
de Kp ..., K^, Téquation M (<^) = <ï> peut, en effet, s'écrire 



tf 



j* 



et on a pour déterminer ^ une équation linéaire à r variables indé- 
pendantes avec second membre, qui admet, par conséquent, r inté- 
grales distinctes. De là se déduisent diverses conséquences : 

1^ Les groupes homogènes se divisent en deux classes, suivant 
qu'ils admettent r fonctions distinctes homogènes d'ordre nul, ou 
non. Dans le premier cas, toutes les fonctions du groupe sont d'ordre 
nul; on peut le représenter par (Nj, ..., N^). Dans le cas contraire, 
on peut toujours trouver, par des divisions et des élévations de 
puissances convenables, r — 1 fonctions distinctes du groupe, qui 
soient homogènes et d'ordre 0, et une autre qui soit d'ordre 1, par 
exemple, de sorte que le groupe aura la forme (N^, ..., N^-i, P). 
Si toutes les fonctions sont d'ordre nul, le groupe est nécessairement 
en involution, car les parenthèses (N., N;^) devraient être d'ordre — 1. 

2** Les fonctions communes à deux groupes homogènes forment 

G. Levoii'i, 22. 



/' 
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wi groupe homogène. Car, si L est une fonction commune à deux 
groupes, il en est de même de M (L). 

3° Éfant' données v fonctions quelconques 4>i, ..., <ï>v des variables 
x-^ p^, imaginons qu'on forme foutes les expressions M (<!><) et (^i, ^>i). 
Ajoutons aux fonctions 4> toutes celles de ces expressions qui ne 
s'expriment pas au moyen des fonctions <^ elles-mêmes. On obtient 
ainsi un nouveau système de v H- s fonctions distinctes <^p ..., 4>v, 
..., *I>v+« sur lesquelles on peut recommencer les mêmes opérations. 
En continuant ainsi, il est clair qu'on finira par arriver à un groupe 
homogène. Les v fonctions 0^, ..., ^y engendrent donc un groupe 
homogène. 

4° Le groupe polaire d'un groupe homogène est homogène. Soit 
(Hj, ..., H^) le groupe proposé. Si Kest une intégrale du sj^slème 
complet 

(H„ *) = 0, ..., (H,, *) = 0, 

il en est de même, d'après la formule (35), de M (K); ce qui suffit 
pour établir la proposition. 

144. Il résulte aussi Je là que les fo7ictions distinguées d'un 
groupe homogène forment un groupe homogène. Car les fonctions 
distinguées d'un groupe sont les fonctions communes à ce groupe et 
à son groupe polaire. Soit (H^, ..., H^-i, H^) un groupe homogène 
renfermant m fonctions distinguées. Deux cas peuvent se présenter : 
ou bien toutes ces fonctions sont d'ordre nul, ou bien elles ne sont 
pas toutes d'ordre nul. Il est facile de distinguer ces deux cas. On 
obtient le nombre des fonctions distinguées en cherchant le nombre 
d'intégrales communes des équations 

où on suppose que ^ ne dépend que de H^, ..., H^. Si ces équations 
se réduisent à r — m équations distinctes, par exemple aux r — m 
premières 

(38) (Hi, *) = 0, . . . , (H,^,., *) = 0, 

le groupe admet m fonctions distinguées. Pour avoir les fonctions 
distinguées d'ordre nul, il faudra joindre aux équations (38) la 
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relation 

(39) M (<&) =2 1^ M (H,) =y S.H, IJ = 0. 

Si l'équation (39) est une combinaison linéaire des équations (38), 
toutes les fonctions distinguées sont d'ordre nul. Si Téquation (39) n'est 
pas une combinaison linéaire des équations (38), les équations (38) 
et (39) forment un système complet dont les m — 1 intégrales 
communes donnent m — 1 fonctions distinguées d'ordre nul. Los 
équations (38) admettent une autre intégrale commune dont Tordie 
pourra être pris égal à 1 par exemple. 

145. On a vu plus haut (§ 128) que tout groupe pouvait être 
ramené à une forme canonique P^, ..., P„„ X^, ..., X^^, où toutes les 
parenthèses sont nulles, sauf les parenthèses (P^, X,) qui ont pour 
valeur l'unité. Dans le cas des groupes homogènes, on peut de plus 
supposer que les fonctions X,., P< sont homogènes, d'ordre et 1 
respectivement. Prenons, en effet, un groupe homogène; s'il est en 
involution, on peut prendre pour forme canonique X^, ..., X„j ou 
Pp ..., P,„, suivant que toutes les fonctions du, groupe sont d'ordra 
nul ou non. Considérons en second lieu un groupe non en involution 
(Nj, ..., N,._i, P). Toutes les fonctions N^, ..., N^-i ne peuvent être 
distinguées; supposons, par exemple, que N^ ne soit pas distinguée. 
On pourra alors trouver une fonction F du groupe, du premier ordre, 
telle que (F, NJ = 1. Soit, en effet, F = P\{/ (N^, ..., N^^i); lu 
condition (F, N^) = 1 développée donne 



r— i 



â'^ 



(p,n,)* + 2p(n„n,)J:^^==i; 

les fonctions (P, Nj) et P (N.-, Nj sont des fonctions du groupe 
d'ordre zéro et, par conséquent, s'expriment au moyen de Nj, ...^N,._i 
seulement.' On aura donc, pour déterminer tj^, une équation linéaire 
à r — 1 variables. Soit P^ une valeur de F ainsi obtenue; le groupe 
proposé se trouve décomposé (§ 128) en un groupe d'ordre 2 (Np Pj) 
et un groupe d'ordre r — 2, itj, ..., ul^^y en involution avec le 
premier. Ce groupe (te|, ..., u/._j) est encore homogène; car, si 
(l'p ..., Vin^r) est le groupe polaire du groupe proposé, le groupe 
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(Nj, Pp t'i, ..., Vin-r) est homogène et son groupe polaire est préci- 
sément (wj, ..., ii,'_2). Si ce nouveau groupe n'est pas en involution, 
on recommencera les mômes opérations, et ainsi de suite jusqu'à ce 
qu'on arrive à un groupe en involution. Tout groupe homogène peut 
donc être ramené à la forme 

p y p Y r Ti 

où le groupe (U^, ..., U,„) est un groupe homogène en involution. Si 
toutes les fonctions de ce groupe sont d'ordre nul, on peut l'écrire 
Xj+i, ...,Xg+„,; sinon on peut le mettre sous la forme Pj+i, ..,^Pg^.m' 
En résumé, tout groupe homogène d'ordre 2g -h m, renfermant 
m fonctions distinguées^ peut être ramené à la forme canonique 

OU à la forme canonique 

oit X^, Vj. sont des fonctions homogènes^ d'ordre et\ respective- 
ment ^ satisfaisant aux relations 

(X,,X,)=:0, •(Xi,P.) = 0, •(P„P,) = 0, (P„X,)=:1. 

La forme (A) convient aux groupes dont toutes les foliotions 
distinguées sont d'ordre nulf la forme (B) aux groupes pour 
lesquels il n'en est pas ainsi. 

On démontrera comme plus haut (§ d29) que tout groupe canonique 
homogène est renfermé dans un groupe canonique à 2n termes, et 
on en conclut que les seules propriétés d'un groupe homogène, 
invariantes relativeme7it à toute transformation homogène de 
contact, sont Vordre du groupe, le nombre des fonctions distin- 
guées et le nombre des fonctions distinguées d'ordre nul, 

m 

146. Reprenons le système en involution (32) et soient <ï>g+i, 
..., cj)^ des intégrales connues, différentes de N^ ..., N^, du système 
complet (34). Les fonctions Nj, ..., N^, <ï>ç-»-i, ..., ^r engendrent un 
groupe homogène dont toutes les fonctions sont des intégrales du 
système (34) (§ 142). Si toutes les fonctions de ce groupe sont d'ordre 
nul, il est en involution, et le problème proposé est ramené à un 



IL 
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problème de même nature, mais plus simple. Nous pouvons donc 
nous borner au cas où les r intégrales connues forment un groupe 
homogène (Nj, ..., N^, N^+i, ..., N,._i, H), où H est du premier 
ordre. 

Supposons que ce groupe admette, outre N^, ..., N^, m fonctions 
distinguées. Deux cas peuvent se présenter; si toutes ces fonctions 
distinguées ne sont pas d'ordre nul, on emploiera pour terminer 
rintégration la méthode générale du § 440. Si toutes ces fonctions 
distinguées sont d'ordre nul, on peut encore diminuer Tordre des 
intégrations en opérant comme il suit. 

Remarquons d'abord que, si le groupe (N^, ..., N,._i, H) contient 
un système en involution d'ordre ?i, la forme canonique du groupe 
sera P^, ..., P.^, Xj, ..., Xv, Xv+i, ..., X„, où v = n — m. On pourra 
alors (§ 114) trouver des fonctions du premier ordre donnant lieu à 
l'identité 

KjdXj + ... -\- K^ dX,, = Pj dx^ -f- ... + p^ dx^, 

et, comme X^ ..., X„ sont des fonctions de N^ ..., N,.-.i, on aura 
aussi une identité de la forme 

Lj dNj 4- ... + L,._i dN,.-i =Pi dx^ + ... -h p^dx^. 

Les fonctions N^, ..., N,,_i, Lg-^i, ..., L^_i, H donnent toutes les 
intégrales du système (34) (§ 133). L'intégration du système (32) est 
terminée sans aucune quadrature. Laissant ce cas de côté, consi- 
dérons les équations linéaires 

^(N„cl>).= 0, (N,_i,*) = 0, (H, (I>)--=0, 

Ces équations forment un système complet. Soit en effet (y^, ..., Vj„_,.) 
le groupe polaire du groupe (Nj, ..., N,._i, H). Toutes les fonctions 
de ce groupe ne peuvent être d'ordre nul; on aurait dans ce cas 
2n — r = f/ + m, ou en posant r = g -H m 4- 2v, îi == g 4- m 4- v. 
Le groupe (N^, ..., N,._i, H) contiendrait un système en involution 
d'ordre ii et on serait ramené au cas précédent. 
Les r 4- 1 équations (40), admettant 2?t — r — 1 intégrales 
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communes, forment un système complets II y aura g -f- m -i- 1 
équations <listinctes de la forme 

h (î^i, *) + - + >v (H, ^) 4- X,.^i M (^) = 0, 

admettant les r intégrales N,, ...,-N,._i, H, car les érpiations de 
condition qui doivent vérifier Xj, ..., V+i pour qu'il eu soit ainsi se 
réduisent k r — q — m relations distinctes (*). Soient 

(41) (N„<I>)=0, ..., (N,<[>)=0, B.^iWr^O, ..., B,,,. + i(<^)=0, 

les équations linéaires ainsi obtenues. Le système (41) est complet, 
car il admet r — q — m intégrales de plus que le système (40), 
c'est-à-dire 2n — q — m — 1 intégrales. On pourra donc obtenir 
une intégrale de ce système différente de N^ ..., Nr_i„ H par une 
opération d'ordre 2n — r — q — m — 1 =i2n — 2q — 2m — 2v — 4; 
cette opération sera toujours d'ordre impair. 

Soit ^^ une intégrale de ce système. Deux cas sont à examiner. 

4° Supposons que les fonctions N^ ..., N^_i, H, lî^^ forment un 
groupe homogène d'ordre ?• + 1 ; ce groupe contiendra g + m 4- 1 
fonctions distinguées. Je dis que toutes ces fonctions seront d'ordre 
mil. boit, en eiiet, Xj, ..., X^, X^^.!, ..., X.q^„i) ..., Xg», i^q^jn+i) •••? 1 ç» 
la forme canonique du groupe (Nj ..., N^-i, H). On peut trouver 
d'autres fonctions X,., P^^., formant avec les précédentes un gmupe 
canonique d'ordre 2?i. Imaginons qu'on ait pris ces 2n fonctions 



(*) Soient Q,. ..., Çlm ïcs m fonctions distinguées, autres que N,, ..„ N^ du groupe 

(N,, ...s N,._i, II), et W, Wj.; les 2v fonctions qui complètent le groupe. On iwurra 

trouver une (''(juation de la forme 

X, (\V„ 4>) + ... + Xgv (Wav' 4>) 4- H- M (*) = 0, 

admollant les intégrales W,, ..., Wg.y. Soit C (<ï>) = l'équation ainsi obtenue. Les w + ly + 1 
é(iua lions 

(N„*) = 0, ..., (Ng, <f>) = 0, (Ûp4>)=^0, ..., (il;„, cl>)=0, C(cï») = (f 

admettent les 2» — r — 1 fonctions du groupe polaire qui sont d'ordre nul, plus les 2v fonc- 
tions W, ix)ur intégrales, ce qui fait eu tout 

2» — r — 1 + 2*i = 2» — ^ — »» — 1 

iilléiïrales distinctes. Ce système est équivalent au système (44). Mars les développements du 
ipxlc montrent qu'on ixîut obtenir ce système (-41) sans connaître les fonctions distinguées 
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pour nouvelles variables. Le système (40) prend la forme 
et le système (41) devient de môme 

(«)5p;=''' ■•■■ 5ïv.=''' '■'"si^^ ■■■*"■ wr'- 

Toute intégrale de ce système sera de la forme 



<ï) 



rXp ..., x„, Pq^m+if •••> Pç'j p - » •"' p U 



si elle forme avec X^, ...,Xç',Pm + <z4-i, ...,?«' un groupe d'ordre r + 1, 
toute fonction distinguée de ce groupe aura là même forme et devra 
satisfaire aux équations 

(X*.*) = ^=0, (ft = l,2, ...,q'), 

dfp 

(P,, *) = — — = 0, (i — q + m + 4, ..., q'). 

w 

Toute fonction distinguée de ce groupe sera donc de la forme 



^ 



(Y Y Y 'Y ~Vj-i ^ "» — 1 \ 

Aj, ..., Aç^-TO, Aç'+i, ..., A„, --|^^ 5 "•' — p ! 



c'est-à-dire sera d'ordre nul. On sera donc ramené à une question de 
même nature que la première, sauf que r sera remplacé par r + 1 
et q par g -H 1. La seconde opération sera d'ordre inférieur de 
deux unités à celui de la première. 

2° Si Nj, ...5 N,._i5 H, &^ ne forment pas un groupe homogène, 
elles donnent naissance à un groupe homogène qui sera au moins 
d'ordre '/• + 2 et qui renfermera dans tous les cas m fonctions distin- 
guées d'ordre nul. La seconde opération à laquelle on sera conduit 
sera encore d'ordre inférieur d'au moins deux unités à celui de la 
première. 
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En réunissant tous ces résultats, on est conduit à la proposition 
suivante : 

Étant donné un système en involuHon 

V — r V r 

OÙ Np ..., N^ sont des fonctions homogènes d'ordre zéro des 
variables Pi^ si Nj, ...,Nç, ..., N^-i, H sont des i7îtégrales connues 
du système complet 

(Nj,<ï>) = 0, ..., (N,,4>) = 0, 

foi^mant un groupe homogène qui admet q + m fonctions distin- 
guées, toutes d'ordre zéro, V intégration du système en involittion 
proposé n'exige, dans les cas les plus défavorables, que les opéra- 
tions 

2n ^ r — ^ — m — d, 2n — r — q — m — 3, ..., 5, 3, 1. 
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NOTE I 



Sur les systèmes jacobiens (§ 34, p. 66). 
Soit 

(i) \(f) = o, ..., x,{f) = o 

un système complet de q équations à n variables indépendantes, 
telles que Ton ait identiquement 

X, (X, (f)) - X, (X( (n) = 0, (t, & = 4, 2, ..., q). 

Quelques auteurs donnent à ces systèmes le nom de système jaco- 
biens. Supposons qu'on ait obtenu une intégrale ç, des r premières 
équations 

(2) ^iif) = 0. ..., \{f) = 0; 

en la substituant dans X^+i (/*), on formera une suite de fonctions 
?i9 ?29 •••> ?t5 telles que ç,^.! = X;.^.! (©.), qui seront toutes des inté- 
Ivraies du système (2). Supposons qu'après i opérations on obtienne 
une intégrale qui s'exprime au moyen des précédentes 

ç, + i = n (©j, 03, ..., Oi); 

en cherchant une intégrale de l'équation X,. + i (f) = qui s'exprime 
au moyen de Oj, ..., s,-, on est conduit à l'équation linéaire 

('^) ;ïr ?* ■*" '•• "*" ;û — ®» ■** j:r ^ (?i' •••' ?•) = ^' 

et toute intégrale de cette équation fera connaître une intégrale com- 
mune des équations 
(4) \(.f) = 0, ..., X,.^,{f) = 0. 

La méthode ne s'applique plus lorsque X;.4.i (9^) = Il (çi). Il faut 
dans ce cas chercher une autre intégrale commune f^^ du système (2) 
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et se servir de 6^ au lieu de cp^. Si on a aussi X,.^_l («l/j) = IIj ('^j), 
on cherchera une intégrale de la forme (ç^, 'i;^), ce qui conduit à 
Téquation linéaire 

dont on obtient une intéjçrale par des quadratures. 

Ce cas exceptionnel ne se présente pas, lorsque les équations (1) 
ont été résolues par rapport à q dérivées. Il est aisé de se rendre 
compte pourquoi il en est ainsi. Si, par exemple, les équations (1) 

ont été résolues par rapport à - — > • • • > - — > les r premières équa- 

tions admettent déjà un certain nombre d'intégrales connues, x,,^ij 
..., Tç. Il n'en est pas de même si on considère un système jacobien 
de forme quelconque. 
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NOTE II 



Sur le théorème de Poisson (^). 



Le théorème de Poisson nous apprend que, si 9^ et 5>j sont deux 
intégrales de Téquation 

(1) if, ?) = 0, 

il en est de même de (î^, Çj). Ce théorème permet donc de déduire 
de deux intégrales connues de Féquation (1) une nouvelle intégrale 
par des opérations indépendantes de la forme de la fonction f. On 
doit à M. Laurent un théorème plus général (^) : si 9,, 9,, ..., ç^., ^^^ 
..., fbi, sont 2k solutions de l'équation (1), il en est de même de 
l'expression 

mais ce théorème ne donne pas de solutions distinctes de celles que 
Ton peut obtenir par l'application répétée du théorème de Poisson. 
Gela résulte de la proposition suivante, que M. Lie a déduite de la 
théorie des groupes. 

Si on connaît q solutions ç^, ..., 9^ de V équation (f, ç) = 0, et 
qu'on puisse déduire de ces q solutions, par des opérations indé- 
pendantes de la forme de la fonction f, mie nouvelle solution fl 
de la même équation, II appartient au groupe engendré par les 
fonctions ^^, ..., ç^. 

En effet, toute fcJhction f satisfaisant aux équations 

(2) {?vf) = 0, ..., (?„/') = 0, 



(*) Lie, Maikematifiche Annalen^ t. VHI, p. 300. 
(2) Journal de Liourille, 2« série, t. XVII, p. 422. 



^.. ^.^t. 
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devra aussi vérifier l'équation (n, f) .= 0. Or, si les fonctions Oj, 
..., ©ç engendrent un groupe (9^, ..., ç^, ..., 9^), les intégrales des 
équations (2) sont les intégrales du système complet 

L'équation (II, f) = devra être une combinaison linéaire des 
équations (3), ce qui ne pourra arriver que si la fonction n appar- 
tient au groupe (çj, ..., 9^). Si Fj, ..., F^n-r sont 2n — r intégrales 
distinctes du système (3), II doit, en effet, appartenir au groupe 
polaire de (F^,...., Fj».,.), c'est-à-dire au groupe (çj, ..., o^). 

Le théorème n'est plus exact si la fonction f est soumise à certaines 
restrictions. Par exemple, si f est homogène, on a vu que de toute 
intégrale ©j de l'équation (1) on peut déduire une nouvelle intégrale 

Dans ce cas particulier, l'énoncé du théorème doit être modifié comme 
il suit : 

Si on connaît q solutions ç^, ..., ç, de V équation 

(f, ?) = 0, 

oà f est une fonction homogène des variables pi, et si on peut trou- 
ver^ par des opérations indépendantes de la forme de la fonction 
homogène f, une autre intégrale ïl de la même équation, U appar- 
tient au groupe homogène engendré par les fonctions Çj, ..., o^. 

En effet, toute solution commune homogène des équations 

vérifie aussi les équations (§ 141) 

((?,, ?„), f) = 0, (p. 1^ + - + P« 1^' f) = 0, 
et, par conséquent, les r équations 

où (çp ..., ©,.) est le groupe homogène engendré par Çp ..., o,. Le 
groupe polaire (H^, ..., Hj^^,,) de (9^ ..., 9^) est un groupe homo- 
gène et on en conclut, comme tout à l'heure, que II doit appartenir 
au groupe polaire de(Hp ..., Ha»-,)? c'est-à-dire au groupe (9^, ..., 9^). 
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